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Epreuve de Mathématiques A 

 
Durée 4 h 

 
 
Si, au cours de l’épreuve, un candidat repère ce qui lui semble être une erreur 
d’énoncé, d’une part il le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie 
et poursuit sa composition en indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené à 
prendre. 

 
 

L’usage de calculatrices est interdit. 
 
 

AVERTISSEMENT 
 

 
La présentation, la lisibilité, l’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la 
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans l’appréciation des 
copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte. Les 
questions non correctement référencées ne seront pas notées. Les candidats sont 
invités à encadrer les résultats de leurs calculs. 

 
 
CONSIGNES :  
 

- Composer lisiblement sur les copies avec un stylo à bille à encre foncée : bleue ou 
noire. 

- L’usage de stylo à friction, stylo plume, stylo feutre, liquide de correction et dérouleur 
de ruban correcteur est strictement interdit. Les surveillants et surveillantes se 
réservent le droit de les confisquer. 

- Remplir sur chaque copie en MAJUSCULES toutes vos informations d’identification : 
nom, prénom, numéro inscription, date de naissance, le libellé du concours, le libellé 
de l’épreuve et la session.  

- Une feuille, dont l’entête n’a pas été intégralement renseigné, ne sera pas prise en 
compte. 

- Il est interdit aux candidats de signer leur composition ou d’y mettre un signe 
quelconque pouvant indiquer sa provenance. La présence d’une information 
d’identification en dehors du cartouche donnera lieu à un point de pénalité et la page 
concernée pourra être soustraite de la correction. 

000



�������� �

1�� ����@�@� @�	����� ����� �>�����# 5�� �>����� & �� ' ��
� �
����
�>
��� �� �������
� ������ ���

���� ��� ������>�� �� �> �>���� %#

7
 ���
�� ϕ ��� R[X] �>�

∀P ∈ R[X], ϕ(P ) =
(
(X2 − 1)P ′)′ ,

@����"�"���� 
�� ϕ(P ) ��� �� ����
�	� ������ �� ����
�	� (X2 − 1)P ′
#

�������	����

%# �> 6�
���� 
�� ϕ ��� �
 �
��	������	� �� R[X]#

�? 1>�@���� ϕ(Xn) ���� n ∈ N# 7
 �����> ��>���� ���>��	�
� �� @>� n = 0#

������ � � �
��	���
 �� ����	���

8��� n ∈ N! �
 ����

Un(X) = (X2 − 1)n �� Pn(X) = U (n)
n (X).

7
 �>������ 
�� �� P ∈ R[X] �� n ∈ N! �
 
��� P (n)
�> ������� n"�	� �� ����
�	� P # 7


��	>�
�� 
�� U0(X) = P0(X) = 1#

&# 1>�@���� P1 �� P2#

'# 2����	�
�� �� ����� �� Un ���� @���� �� Pn ���� n ∈ N#

(# 7
 ��� n ∈ N#

�> =������ 
��

(X2 − 1)U ′
n = 2nXUn. �3 

�? :>������ �> ���	��� �� 5��?
�� �����	>
� �> ������� p"�	� ���
 ������� �� ����

����
�	��! ���� p ∈ N#

�@ 3
 �����>
� n+ 1 ���� ����>���� �3 ! 	�
���� 
�� .

ϕ(Pn) = n(n+ 1)Pn.

7
 �����> �������� @���� ��>���� �>
� ��� �>����� ����>
���#

������ � � ����� ���	 �	�
�
����
�� �	����

2>
� @���� 
������
! �
 ��� �
 �
���� 
>����� 
�
 
�� N #

)# 6�
���� 
�� RN [X] ��� ��>?�� �>� ϕ#

7
 
��� >���� ϕN ���
��	������	� �
���� �>� ϕ ��� RN [X]# 0����	�
� ���

ϕN :
RN [X] → RN [X]

P �→ ϕ(P ).

*# 3@���� �> 	>���@� MN �������
�>���� �� ϕN �>
� �> ?>�� @>
�
�
�� �� RN [X]# 9����� ���

�> �>���� �� @���� 	>���@� /

+# 2����	�
�� ��� �>����� ������� �� ϕN # 1�� �
��	������	� ���"�� ��>��
>���>?�� /

,# 3
 ������>
� �> �>���� ���@���
��! �����	�
�� ��� ����"���>@�� ������� �� ϕN #

-# 2����	�
�� ���
��	?�� ��� �>����� ������� �� ϕ#

8>�� &



�������� �

1�� ����@�@� @�	����� ����� �>�����# 5�� �>����� & �� ' ��
� �
����
�>
��� �� �������
� ������ ���

���� ��� ������>�� �� �> �>���� %#

7
 ���
�� ϕ ��� R[X] �>�

∀P ∈ R[X], ϕ(P ) =
(
(X2 − 1)P ′)′ ,

@����"�"���� 
�� ϕ(P ) ��� �� ����
�	� ������ �� ����
�	� (X2 − 1)P ′
#

�������	����

%# �> 6�
���� 
�� ϕ ��� �
 �
��	������	� �� R[X]#

�? 1>�@���� ϕ(Xn) ���� n ∈ N# 7
 �����> ��>���� ���>��	�
� �� @>� n = 0#

������ � � �
��	���
 �� ����	���

8��� n ∈ N! �
 ����

Un(X) = (X2 − 1)n �� Pn(X) = U (n)
n (X).

7
 �>������ 
�� �� P ∈ R[X] �� n ∈ N! �
 
��� P (n)
�> ������� n"�	� �� ����
�	� P # 7


��	>�
�� 
�� U0(X) = P0(X) = 1#

&# 1>�@���� P1 �� P2#

'# 2����	�
�� �� ����� �� Un ���� @���� �� Pn ���� n ∈ N#

(# 7
 ��� n ∈ N#

�> =������ 
��

(X2 − 1)U ′
n = 2nXUn. �3 

�? :>������ �> ���	��� �� 5��?
�� �����	>
� �> ������� p"�	� ���
 ������� �� ����

����
�	��! ���� p ∈ N#

�@ 3
 �����>
� n+ 1 ���� ����>���� �3 ! 	�
���� 
�� .

ϕ(Pn) = n(n+ 1)Pn.

7
 �����> �������� @���� ��>���� �>
� ��� �>����� ����>
���#

������ � � ����� ���	 �	�
�
����
�� �	����

2>
� @���� 
������
! �
 ��� �
 �
���� 
>����� 
�
 
�� N #

)# 6�
���� 
�� RN [X] ��� ��>?�� �>� ϕ#

7
 
��� >���� ϕN ���
��	������	� �
���� �>� ϕ ��� RN [X]# 0����	�
� ���

ϕN :
RN [X] → RN [X]

P �→ ϕ(P ).

*# 3@���� �> 	>���@� MN �������
�>���� �� ϕN �>
� �> ?>�� @>
�
�
�� �� RN [X]# 9����� ���

�> �>���� �� @���� 	>���@� /

+# 2����	�
�� ��� �>����� ������� �� ϕN # 1�� �
��	������	� ���"�� ��>��
>���>?�� /

,# 3
 ������>
� �> �>���� ���@���
��! �����	�
�� ��� ����"���>@�� ������� �� ϕN #

-# 2����	�
�� ���
��	?�� ��� �>����� ������� �� ϕ#

8>�� &

������ � � ����� ���	 ��
���� 
!������

2>
� �> ����� �
 @�
��
� ����
�	� �� ��
@���
 ����
�	�>�� �� �
 	�
�� R[X] �� ������� �@>�>���

〈P,Q〉 =
∫ 1

−1
P (t)Q(t) dt.

7
 
��� ‖·‖ �> 
��	� >���@��� � @� ������� �@>�>���#

7
 �>������ 
�� ��� ������ �� ����
�	�� (Un)n∈N �� (Pn)n∈N �
� ��� ���
��� �>
� �> �>���� %#

2>
� �> �����! �
 �����> �������� ��� ������>�� ������� �>
� @���� �>����#

7
 @���@�� �
� ����� �� ����
�	�� (Qn)n∈N ����� 
�� ���� ���� n ∈ N! (Q0, . . . , Qn) ���� �
�

?>�� �����
��	�� �� Rn[X] ���� @� ������� �@>�>���#

%$# =������ 
�� 〈·, ·〉 ���
�� ?��
 �
 ������� �@>�>��� ��� R[X]#

%%# �> 6�
���� 
�� ���� ���� (n,m) ∈ N2
! 〈ϕ(Pn), Pm〉 = 〈Pn, ϕ(Pm)〉# 7
 �����> ���@����

�
� �
����>���
 �>� �>�����#

�? 3
 ������� 
�� 〈Pn, Pm〉 = 0 ���� ���� (n,m) ∈ N2
! n �= m#

%&# 1>�@�� �� ‖Pn‖# 2>
� @���� 
������
! �
 ��� n ∈ N#

�> 2�

�� ��� �>@�
�� �� Un >�
�� 
�� ���� ����� �� 	�������@���#

�? 6�
���� 
�� ‖Pn‖2 = (−1)n〈U (2n)
n , Un〉#

�@ 1>�@���� U
(2n)
n # 7
 �����> @�		�
@�� �>� @>�@���� ��
 �����#

�� 7
 >�	�� 
��

∫ 1

−1
Un(t) dt =

∫ 1

−1
(t2 − 1)n dt = (−1)n

22n+1(n!)2

(2n+ 1)!
.

2������ ��� ������>�� ���@���
�� �> �>���� �� ‖Pn‖#
%'# 2�

�� �
� ����� (Qn)n∈N �������
 �� ���?��	� �
������� >� ��?�� �� @���� �>����#

�������� �

1�� ����@�@� @�	����� 
�>��� �>����� 
�� ��
� �
 ��>
�� �>���� �
����
�>
���# 5�� 
����
� ��

�>��>?��� �������� �>
� �> �>���� % ��
� ��������� �>
� ��� �>����� ����>
���#

<
 ������ �� n � 3 >	�� �>��� ��� ������� ���
 	>�@� �����>
� ���� �
����� �� ���?� . ���
����

A �� ���
���� B# 7
 �>�� ��� ���������� ����>
��� .

• 1�>
�� �
���� > �
� ���?>?�����

1
2 �� �>�
�� �� 	>�@�#

• 5� 	>�@� 
���� �>� ���
�� . ��
 ����� ��� �
����
�>
�� ��� �>��� ��� �������#

• 1�>
�� ������ �>��� 1 ����#

• 1�>
�� ������ ���@��� ��
 �>�� �
����
�>		�
� ��� >����� �������#

• <
 ������ ��� ��@�>�� �>�
>
� ���� > �>��� ��� �> ?�

� ����� �� 	>�@�#

• 5��
��	?�� ��� �>�
>
�� �� �>��>�� �
���>?��	�
� �> 	��� ���>�� �� n �����#

• ;��� 
�� > >�@�
 �>�
>
�! �> 	��� ���>�� �� n ����� ��� �������� >� @��? �� ���?� ��@>�#

2>
� ���
��	?�� �� ������@�@�! �
 >������ �>�
 ���
 ������ �> ��		� 
���� ������ � ������� ��

	>�@�# 1� �>�
 
� ���
� �>� �
 @�	��� �> ��		� 
�� > ��� 	����# 0�
�� ���� � > m � 1 �������

�>�
>
��! �� �>�
 �� @�>@�
 �� @�� ������� ��� ��

n
m #

8>�� ' Tournez la page S.V.P.



������ � � !��!�� �� ���
����	!� �� ���	 �
�� �	 �
����

7
 
�	����� ��� ������� �� 1 � n �� ���� ���� k ∈ �1, n�! �
 
��� .

• Yk �> �>��>?�� 
�� �>�� 1 �� �� ������ k > �>�
� �� 0 ��
�
!

• Xk �� �>�
! �
 �����! �� ������ k � ������� �� 	>�@�#

3
�
! �
 
��� .

• N =

n∑
k=1

Yk �� 
�	?�� �� �>�
>
��!

• S =
n∑

k=1

Xk �> ��		� ��� �>�
�! �
 �����! ��� �������#

7
 >�	�� 
�� Yk! Xk! N �� S ��
� ��� �>��>?��� >��>������ ���
��� ��� �
 ���>@� ���?>?�����

(Ω,A,P)#

%# 2�

�� �> ��� �� Yk ���� k ∈ �1, n� >�
�� 
�� @���� �� N # 7
 �����@����> ��� ���?>?������

>���@���� � @�� ����#

&# 3����
��� ����
��� S(Ω) = {0, n} ���� �����@���� �> ��� �� S �� @>�@���� E(S)#

'# 3
 ������� �> �>���� �� E(Xk) ���� k ∈ �1, n� ��� @>�@�� �� �> ��� �� Xk 
���� �>� 
�@���>���

���� @���� 
������
 #

(# <
 
����� >	� >����� �>
� �� ������! ��� ������� �
�"��� �
����� � @� 
���� �>��� >��@ ��� /

������ � � ����� �� �� ����� �� Xk

7
 ��� k ∈ �1, n� �� �
 ������ �> �>��>?�� Xk#

)# 2����	�
�� P(Xk = 0)#

*# �> 9����� ��� �> ��� @�
�����

���� �� �> �>��>?�� N − 1 �>@�>
� �����
�	�
� (Yk = 1) /

�? 3
 ������� 
�� ���� ���� i ∈ �1, n�!

P
(
Xk =

n

i

)
=

(
n− 1

i− 1

)(
1

2

)n

.

7
 �����> �������� ��� ���
�	�
��

(
Xk = n

i

)
! (Yk = 1) �� (N = i)#

+# :�������� �> �>���� �� E(Xk) @>�@���� �>
� �> �>���� ���@���
��#

,# 7
 @�
������ �
 >���� ������ j �= k# 5�� �>��>?��� Xj �� Xk ��
�"����� �
����
�>
��� /

������ � � �� ���!� ���
�� ����
�
	 ��

0���� @� ���	��� �>��! �� ������ ��>	�� �� �������� �� �>��� ��� �
 
����>� 	>�@� �
��� ���

���� �
�����# 7
 ������� 
�� ������� �� ������	� 	>�@� ��� �
����
�>
�� �� @���� �� ���	���#

1�>
�� ������ �>��� >���� ��
 �>�
 �� ���	��� 	>�@� ��� �� ��@�
�! @����"�"���� 
�� �� ������ k
�>��� Xk �����#

5�� �>�
>
�� �� �>��>��
� >���� �
���>?��	�
� �> 	��� ���>��! @����"�"���� S �����# 7
 
��� .

• Zk �� �>�
 �� ������ k ���� �� @� ������	� �>��!

• M �� 
�	?�� �� �>�
>
�� �� ������	� �>��!

• T =

n∑
k=1

Zk �> ��		� ��� �>�
� �� ������	� �>��#

8>�� (



������ � � !��!�� �� ���
����	!� �� ���	 �
�� �	 �
����

7
 
�	����� ��� ������� �� 1 � n �� ���� ���� k ∈ �1, n�! �
 
��� .

• Yk �> �>��>?�� 
�� �>�� 1 �� �� ������ k > �>�
� �� 0 ��
�
!

• Xk �� �>�
! �
 �����! �� ������ k � ������� �� 	>�@�#

3
�
! �
 
��� .

• N =

n∑
k=1

Yk �� 
�	?�� �� �>�
>
��!

• S =
n∑

k=1

Xk �> ��		� ��� �>�
�! �
 �����! ��� �������#

7
 >�	�� 
�� Yk! Xk! N �� S ��
� ��� �>��>?��� >��>������ ���
��� ��� �
 ���>@� ���?>?�����

(Ω,A,P)#

%# 2�

�� �> ��� �� Yk ���� k ∈ �1, n� >�
�� 
�� @���� �� N # 7
 �����@����> ��� ���?>?������

>���@���� � @�� ����#

&# 3����
��� ����
��� S(Ω) = {0, n} ���� �����@���� �> ��� �� S �� @>�@���� E(S)#

'# 3
 ������� �> �>���� �� E(Xk) ���� k ∈ �1, n� ��� @>�@�� �� �> ��� �� Xk 
���� �>� 
�@���>���

���� @���� 
������
 #

(# <
 
����� >	� >����� �>
� �� ������! ��� ������� �
�"��� �
����� � @� 
���� �>��� >��@ ��� /

������ � � ����� �� �� ����� �� Xk

7
 ��� k ∈ �1, n� �� �
 ������ �> �>��>?�� Xk#

)# 2����	�
�� P(Xk = 0)#

*# �> 9����� ��� �> ��� @�
�����

���� �� �> �>��>?�� N − 1 �>@�>
� �����
�	�
� (Yk = 1) /

�? 3
 ������� 
�� ���� ���� i ∈ �1, n�!

P
(
Xk =

n

i

)
=

(
n− 1

i− 1

)(
1

2

)n

.

7
 �����> �������� ��� ���
�	�
��

(
Xk = n

i

)
! (Yk = 1) �� (N = i)#

+# :�������� �> �>���� �� E(Xk) @>�@���� �>
� �> �>���� ���@���
��#

,# 7
 @�
������ �
 >���� ������ j �= k# 5�� �>��>?��� Xj �� Xk ��
�"����� �
����
�>
��� /

������ � � �� ���!� ���
�� ����
�
	 ��

0���� @� ���	��� �>��! �� ������ ��>	�� �� �������� �� �>��� ��� �
 
����>� 	>�@� �
��� ���

���� �
�����# 7
 ������� 
�� ������� �� ������	� 	>�@� ��� �
����
�>
�� �� @���� �� ���	���#

1�>
�� ������ �>��� >���� ��
 �>�
 �� ���	��� 	>�@� ��� �� ��@�
�! @����"�"���� 
�� �� ������ k
�>��� Xk �����#

5�� �>�
>
�� �� �>��>��
� >���� �
���>?��	�
� �> 	��� ���>��! @����"�"���� S �����# 7
 
��� .

• Zk �� �>�
 �� ������ k ���� �� @� ������	� �>��!

• M �� 
�	?�� �� �>�
>
�� �� ������	� �>��!

• T =

n∑
k=1

Zk �> ��		� ��� �>�
� �� ������	� �>��#

8>�� (

7
 >�	�� 
�� Zk! M �� T ��
� ��� �>��>?��� >��>������ ���
��� ��� �����>@� ���?>?����� (Ω,A,P)#

-# �> 2�

�� �> �>���� ��� ���?>?������ P(S=0)(T = 0) �� P(S=n)(T = 0)#

�? 3
 ������� 
��

P(T = 0) =

(
1

2

)n(
2−

(
1

2

)n)
�� P(T = n) =

(
1−

(
1

2

)n)2

.

�@ 1>�@���� �������>
@� �� �> �>��>
@� �� T #

�� 1>�@���� �> @��>��>
@� Cov(S, T )#

%$# 3
 ������>
� �> �>��>?�� T ! @>�@���� �> �>���� �� E(Zk) ���� k ∈ �1, n�#

%%# 5� ������ k >"�"�� �
����� � �>���� ��� @� ������	� 	>�@� /

������ � � �� ���!� ���
�� ����
�
	 ��

2>
� @���� ������
! ����� ��� ������� >�>
� �>�
� >� ���	��� 	>�@� �� ��������
� ���� ��

������	�# 4�� 	���
� >���� 1 ����# 7
 ������� �������� 
�� ������� �� ������	� 	>�@� ���

�
����
�>
�� �� @���� �� ���	���#

5�� �>�
>
�� �� �>��>��
� >���� �
���>?��	�
� �> 	��� ���>��! @����"�"���� N �����# 7
 
��� .

• Wk �� �>�
 �� ������ k ���� �� @� ������	� �>��! �
 @�
��
>
� 
�� Wk = 0 ���� ��� �������

>�>
� ����� ���� ���	��� �>�� �� 
� �>���@��>
� ��
@ �>� >� ��@�
�#

• U =

n∑
k=1

Wk �> ��		� ��� �>�
� �� ������	� �>��#

7
 >�	�� 
�� Wk �� U ��
� ��� �>��>?��� >��>������ ���
��� ��� �����>@� ���?>?����� (Ω,A,P)#

%&# �> 2�

�� �� ������� �� �> �>��>?�� >��>����� U #

�? ;��� (i, j) ∈ N(Ω)× U(Ω)! j �= 0! i �= 0# 2�

�� �> �>���� �� P(N=i)(U = j)#

7
 �����> �����
���� ����
 
�� i = j �� 
�
#

�@ 2�

�� �> ��� �� �������>
@� �� U #

%'# 3
 ������� �> �>���� �� E(Wk)#

%(# 5� ������ k >"�"�� �
����� � �>���� ��� @� ������	� 	>�@� /

8>�� )

Fin de l’énoncé
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Prepa Help
prepahelp.com  ·  classes préparatoires, Maroc et France

Travailler les chapitres de ce sujet
Prepa Help suit le programme de PT chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pièges, exercices et problèmes corrigés pas à pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
accès aux chapitres offerts de ta filière, sans carte bancaire.

Chapitres liés à ce sujet
Dérivabilité et convexité
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées
Compléments d'algèbre linéaire
Techniques fondamentales de calcul en analyse

Ouvrir l'essai gratuit
Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filière :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/banque-pt/pt

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.

https://prepahelp.com/cours/maths-sup/08-derivabilite-convexite
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/04-reduction
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/02-complements-algebre-lineaire
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/04-techniques-calcul-analyse
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/banque-pt/pt

