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Inégalité de Carleman

On s’intéresse dans ce probleme a une inégalité établie par Torsten Carleman : si (a;,) e+ €St une suite de réels

. o . ;. s n 1/"
strictement positifs telle que > a,, converge, alors la série de terme général (Hk: L ak> converge et

+oo , n 1/n +oo
Z(H ak> < eZan.
n=1

n=1 “k=1

Le probleme est constitué de trois parties largement indépendantes. La premiere partie commence en démontrant
un analogue intégral de cette inégalité : I'inégalité de Knopp. La deuxiéme partie s’intéresse a la démonstration
originale de I'inégalité de Carleman, utilisant du calcul différentiel. Enfin, la troisiéme partie étudie I'inégalité
de Carleman-Yang, qui est un raffinement de 'inégalité de Carleman.

I Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre I'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de 'inégalité
de Carleman (on justifie cette appellation en fin de partie).

I.A — Deux inégalités intégrales

I.A.1) Inégalité intégrale de Jensen

Q1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux & valeurs dans un intervalle J. Soit ¢ une
fonction continue et convexe sur J. Démontrer que

b
sa(b_la/f(t)dt) < bia/wof(t)dt.

a

On pourra utiliser des sommes de Riemann.
I.A.2) Une autre inégalité intégrale

Soit f: R, — R, une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.
Pour tout x > 0, on pose

1 [ 1 1/
g(z) = - /tf(t) dt et h(z) = ;g(m) =2 /tf(t) dt.
0 0
Q 2. Déterminer la limite de g(x) lorsque x tend vers 0.
Q 3. Déterminer la limite de g(x) lorsque x tend vers +oo.

+o00
1
Notant 1, la fonction indicatrice de [0, z], on pourra remarquer que g(z) = / ;tf(t)]l[07$] (t) dt.

0
+oo

Q 4. En déduire que l'intégrale / h(z)dzx converge et que

0
7>Of(x) dz = ]Ooh(x) dz.
0 0

On pourra utiliser une intégration par parties.

I.B — Démonstration de l’inégalité de Knopp
Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R, .
Q 5. Démontrer que, pour tout z > 0,
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On pourra remarquer que In(f(¢)) = In(¢f(¢)) — In(¢).

T

1
Q 6. En déduire que x — exp ( /1n(f(t)) dt) est intégrable sur R* et que
x

0
+o0o 1 x +oo
/exp (x/ln(f(t))dt> dr <e / f(z)da.
0 0 0

I.C — Application a l’inégalité de Carleman

On suppose dans cette sous-partie que (a,,),cp €st une suite décroissante de réels strictement positifs. On note
f la fonction en escalier qui, pour tout k € N*, est égale a a;, sur l'intervalle [k — 1, k[.

Q. Soit k dans N*. Démontrer que la fonction v, définie sur [k — 1, k] par

154 1 .
v () = - Zln(ai) + ;(a: —k+4+1)In(a,) sik>2
v (x) = In(ay)

est minimale pour = = k.

Q 8. Démontrer que, pour tout k£ dans N*,

k T k
/ exp (i /ln(f(t))dt) dz > exp (; Zln(aﬁ) :
k1 0 =t

On pourra utiliser la question précédente.
Q9. En déduire 'inégalité de Carleman dans le cas ol (a,,),c+ €st une suite décroissante.

Q 10. Expliquer comment on peut retirer '’hypothese de décroissance.

IT Inégalité de Carleman

On démontre dans cette partie 'inégalité de Carleman d’une maniere indépendante de la partie 1.

La sous-partie II.A établit 'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui per-
mettent de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la sous-partie II.B pour démontrer I'inégalité de
Carleman.

La sous-partie II.B est indépendante de II.A. L’inégalité arithmético-géométrique sera utilisée dans la partie I1I.
Soit n dans N*. On note U,, I'ouvert (R )". Son adhérence, notée U,, est (R,)™.

II.A — Inégalité arithmético-géométrique

Soit s > 0. On définit les fonctions f et g, sur U, en posant, pour tout = = (zy,...,x,,) € U,
n n
o =Ilo @ aw=(Ya)-s
k=1 k=1

On note X, le sous-ensemble de U, constitué des zéros de g, : X, = {z € U, | g,(x) = 0}.

Q 11.  On admet que f et g, sont de classe ! sur U,,. Donner I'expression de leur gradient en un point
= (2,...,x,) de U,.
Q 12. Démontrer que la restriction de f a X, admet un maximum sur X, et que ce maximum est en fait

atteint sur X, NU,,.
On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de X, N U,,.
On note a = (ay,...,a,) un élément de X, NU,, en lequel la restriction de f a X, atteint son maximum.

ey Gy
a

Q 13.  Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k dans [[1,n], a;, = Q
n 1/n

Q 14. Démontrer alors que, pour tout (x4, ...,z,,) € U, N X, (H xl> <

n
E x,; et en déduire 'inégalité
i=1 i—1

1
n 1
arithmético-géométrique
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n 1/n
V(‘rla IS (En) € (R+)nv (H xz) <
i=1

II.B — Démonstration de l’inégalité de Carleman
On considére 'application F,, de U,, dans R, définie par

V(xy,s.e ) € Uy, Fo(@yy ey ,) = @y + (2129) 2 4 (212003) V3 o (g, ) VT
On note h,, I'application de U,, dans R, définie par

V(zy,.nz,) €U,, ho(xq,.x,) =2+ +x, — 1L

On admet que F), et h,, sont toutes deux de classe C! sur U,,.
On note H,, 'ensemble H,, = {(x,...,z,) E R" |z, + -+ =z, = 1}.
Q 15. Déterminer le gradient de F), et le gradient de h,, en tout point de U,,.
Q 16.  Démontrer que la restriction de F,, a U, N H,, admet un maximum.

On admet que le maximum de F), est en fait atteint sur U,, N H,,.

On note M,, le maximum de F,, sur U, N H,, et on note (ay, ...,a, ) un point de U, N H,, en lequel il est atteint.
Pour k entre 1 et n, on note v, = (a;ay-a;)*/*.

Q 17. Démontrer qu’il existe un réel A > 0 tel que

Y2
2244 In
’yl+2+ +n aq
72 7n
2244 In oy
D) + + n ()
.
;":)\an
ay+ay+-+a, =1

Q 18. En déduire que :
a) A=ty tt o, =M,

b) pour tout k dans [[1,n], v, = Aw,ay, ot
Q41 \ .
{wkk‘<1> sikel,n—1]
Ay,
W, =n

L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par 'absurde que A > e.

1 Ba1)\ k!
Q 19.  Vérifier que, pour tout k dans N, — < | —— .
e k+2
k

1
Q 20. Démontrer que w; < — et que, pour tout k dans [1,n], w, < PR
e

—k
1
On pourra démontrer, pour k € [1,n — 1], que wlljﬁ = Xw]’z ( - u;:) )

Q 21.  Aboutir a une contradiction sur w,,. En déduire que, pour tout n dans N*, pour tout (24, ..., z,,) € (R})"
tels que z; + -+ 1z, =1,

n
Z(zlxz“'xk)l/k se.
k=1

Q 22. En déduire I'inégalité de Carleman.

IIT Inégalité de Carleman-Yang

Le but de cette derniere partie est d’établir I'inégalité de Carleman-Yang, qui est un raffinement de 'inégalité
de Carleman.

III.A — Un développement en série entiére
Soit ¢ la fonction définie par

vt € ]—1,1[\ {0}, o(t) = (1 —t) 1L, (I1L.1)
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On définit aussi la suite (b,,),,cn PAr
by = —

1& 1
VneN, b,=——=% ——b,
k=1

Q 23. Justifier que ¢ est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de son prolongement en 0.

On notera toujours ¢ ce prolongement.

Q 24. Démontrer que, pour tout n dans N*, |b,,| < 1. En déduire une inégalité sur le rayon de convergence
de la série entiere Z by t*.
k>0

Q 25. Démontrer que, pour tout ¢ dans |—1, 1[, ¢’ (¢t) = @(¢)¥(¢), on

+00
1
vt € ]-1,1], NOEESY mt”, (IL.2)
n=0

puis que, pour tout n dans N*,

Q 26. Conclure alors que

vt € ]-1,1], ot)=e (1 - fb,ﬁ) : (IIL.3)
k=1

III.B — Démonstration de l’inégalité de Carleman-Yang
Soit (ay,)nen- €6 (¢)nen- deux suites de réels strictement positifs.

Q 27. Démontrer que

—1/n

1/n +00 +00 1 n
5 (H) St (H)
k=1 n=k =1

n=

Q 28. En considérant ¢, = (nn—:i_ll)”’ en déduire 'inégalité de Carleman-Yang :
to0 [/ n 1/n b,
> (;H’“) ez <1Zn+1) )
Q 29. Démontrer que, pour tout n dans N*, b,, > 0. En quoi I'inégalité précédente est-elle un raffinement de

I'inégalité de Carleman ?

o e o[INe oo
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de MP chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Dérivabilité et convexité
Intégration sur un intervalle quelconque
Séries numériques et vectorielles
Topologie des espaces vectoriels normés
Fonctions vectorielles et arcs paramétrés

Techniques fondamentales de calcul en analyse

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/centrale/mp

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/08-derivabilite-convexite
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/03-topologie-espaces-normes
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/09-fonctions-vectorielles-arcs
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