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L Mathématiques 2

S .

CONCOURS CENTRALE-SUPELEC 4 heures Calculatrice autorisée

Objectif

Ce probleme propose d’étudier quelques propriétés d’un opérateur intégral U défini sur un espace préhilbertien
réel E. Cet espace et son produit scalaire sont introduits dans la partie II et I'opérateur U est étudié dans la
partie III. Dans la partie IV, on s’intéresse a 1’étude d’une famille d’équations différentielles & un parametre
pour lesquelles on recherche des solutions développables en séries entieres. Enfin, la partie V fait le lien entre les
vecteurs propres de 'endomorphisme U et les solutions des équations différentielles trouvées dans de la partie IV.

2022

Liens entre les différentes parties
— Les parties I et II sont tres largement indépendantes a 1’exception de la définition de la fonction &, .

— La partie IIT utilise les résultats de la partie II ainsi que la condition d’appartenance a E établie dans la
partie L.

— La partie IV fait ponctuellement appel a 'espace F défini et étudié dans les parties I et II. Elle est indépen-
dante de la partie III.
— La partie V utilise les résultats des parties III et IV ainsi que le résultat de la question 3.
Notations
+oo
—t
On note E I'ensemble des fonctions f continues de R’ dans R telles que l'intégrale / fz(t)eT dt converge.
0
R — R
Pour a € R*, on note p, la fonction t+ L e

I Préliminaires : étude de quelques éléments de E

I.A — Des fonctions de E wutiles pour la suite
Q1. Montrer que, pour tout a € R?, p,, appartient a E.

Q 2. Soit P une fonction polynomiale non identiquement nulle a coefficients réels. Montrer que la restriction
de P a R} appartient & E si et seulement si P(0) = 0.

R* — R
Q 3. Soient a et b deux nombres réels. Montrer que la fonction t+ . fib appartient a E si et
ae
seulement si a = b = 0.
R. — R
Q 4. Montrer que, pour tout = € R*, la fonction P (e 1) et est intégrable sur |0, z].

t
Q 5. Pour tout x € R’ et tout ¢t € RY, on note k,(t) = e™n@) 1 ont min(z,t) désigne le plus petit des
réels = et t. Représenter graphiquement la fonction k,. Montrer que k, appartient a E.

I.B — Une condition suffisante d’appartenance a E
Dans cette sous-partie, on suppose que f est une fonction de R* dans R de classe €' vérifiant

lim f(z) =0,

z—0

3C>0; Yr>0, |f(z) <C

x/2 v t/2
Q 6. Pour 2 € R, on pose O(x) = % — /%dt. Montrer que ® est de classe C! sur R*, que

0
lim ®(z) = 0 et que, pour tout > 0, ®’(x) > 0. En déduire que ®(z) > 0 pour tout = > 0.

z—0

/2
Q7. Montrer que, pour tout « > 0, |f(z)| < 40\4% .
x

Q 8. En déduire que f € E.
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ITI Structure préhilbertienne de FE

+oo
—t

Q9. Montrer que, si f et g sont deux fonctions de E, alors l'intégrale / f®)g(t) % dt est absolument

0
convergente.

Q 10. En déduire que E est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel € (U?j_, [R) des fonctions continues
sur [R: a valeurs dans R.

+o0o
—t
Pour toutes fonctions f € E et g € E, on pose, (f | g) = / f(t)g(t)eT dt.
0

Q 11. Montrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur F.

La norme ||-|| associée & ce produit scalaire est donc définie pour toute fonction f € E par

YA
nﬂ—(/f@tdg
0

Q 12. Montrer que liD%”ka = 0. On rappelle que, pour tout z > 0, k,(t) = e™n@H) 1,
Tr—

1/2

+o00

Q 13. Montrer que, pour tout k € N, / the tdt = k.

0
Q 14.  On rappelle que les fonctions p,, ont été définies dans les notations en téte de sujet. La famille (p,,),,cp-
est-elle une famille orthogonale de E 7

IIT Un opérateur sur F
A chaque fonction f € E, on associe la fonction U(f) définie pour tout = > 0 par

+o0

U@ = (b | ) = [ (@0 — 1) e

0

IIT.A —
Q 15. A l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que pour toute fonction f € E,

lim U(f)(z) = 0.
x>0

Q 16.  Montrer que pour toute fonction f € E et pour tout x > 0,

xT

U(f)(@:/(1—e—t)@dt+(ew—1)/f(t)etidt.

0

Q 17.  Soit f € E. Montrer que U(f) est de classe €' sur R et vérifie, pour tout = > 0,

/ = Cit
W) @ =e [ 10 a

Dans la suite, pour alléger les notations, la dérivée de la fonction U(f) est notée U(f)’.

Q 18.  Soit f € E. Montrer que U(f) est de classe €2 sur R et que la fonction U(f) est solution sur R} de
I’équation différentielle

y' -y = @), (IIL1)

Q 19. Montrer que pour tout f € E et pour tout = > 0,

1/2

+o00
—t /2
IWﬁmK&U(/ZdQ <INz

x
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Q 20. Déduire de ce qui précede que U est un endomorphisme de E et que, pour tout f € E et tout x > 0,

z/2
U@ <A

Q 21. En déduire que

ITHI < ALfI-
Q 22. Montrer que U est injectif.
Q 23. L’endomorphisme U est-il surjectif ?
III.B —  On fixe deux fonctions f et g de E. Pour x > 0, on pose

F(z) = —U(f) (x)e .

—X

Q 24. Vérifier que F est une primitive de = + f (x)e— sur lintervalle R?, .
x
4] 71llgl
14z
Q 26.  Montrer que pour tout = € ]0,1], |[F(z)| < || f[(e™! — In(xz))
On pourra utiliser la question 19.

Q 25. Montrer que pour tout z > 0, |F(2)U(g)(x)| <

1/2

Q 27.  Montrer 'existence et calculer les valeurs des limites en 0 et en +oo de la fonction ¢ — F(¢)U(g)(t).

+oo

Q 28.  Montrer que (f | U(g)) = / UfY (#)U(g) (t)e™t dt.
0
Q 29. En déduire que (f | U(g)) = (U(f) | 9).

IV Solutions d’une équation différentielle développables en série
entiere

Pour p € R* on note (E,,) I'équation différentielle sur R*

(B,):z(y” —y') +py=0.

Q 30. Soient p € R* et (a,),cy une suite de nombres réels. On suppose que la série entiére Zanx" a un
n=0
+00 "
rayon de convergence infini. Montrer que la fonction f : z — Z a,x" est solution de (E,) si et seulement si
n=0

Qg = 07
n(n+1)a, ; = (n—pa,, VneN.

IV.A — Recherche de solutions polynomiales

Q 31. Montrer que (Ep) posséde des solutions polynomiales non identiquement nulles si et seulement si
p € N*. Montrer qu’alors, les solutions polynomiales non nulles de (Ep) sont de degré p et appartiennent a
I’espace vectoriel F.

On ne demande pas de déterminer explicitement les solutions polynomiales lorsqu’elles existent.

Dans la suite de cette sous-partie, on fixe p € N* et on considére un polynéme P € R[X] tel que la fonction
polynomiale z — P(x) soit solution de I'équation (E,). L’objectif est de déterminer une expression simple de P
en fonction du parametre p.

Pour tout « € R, on note h(x) = e *P(x).
Q 32.  Montrer que la fonction % est solution de I'équation différentielle z(y” +y’) + py = 0 sur K.

Q 33. Justifier que la fonction h est développable en série entiere sur R.
On note (b,),cn la suite des coefficients du développement en série entiere de h. Ainsi, pour tout z € R,

+o00
h(z) = anm". On peut montrer, de la méme fagon qu’a la question 30 (cette démonstration n’est pas
-0

o
demandée), que ces coefficients vérifient

bO = 07
n(n+1)b, , = —(n+p)b,, VYneN*.

. —1)n—-1 — 1!
Q 34. Etablir que, pour tout n € N*, b,, = (=)™ (n+p 1)'bl.
p'n!l(n—1)!
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Q 35. Onposeg, () = 2P~ te . Justifier que gém est développable en série entiere et déduire de la question 34
que, pour tout x € R,

P(x) = C’xe:”g;m (x)

ou C' est une constante réelle dont on précisera I’expression en fonction de b, et de p.

IV.B — Solutions développables en séries entiéres non polynomiales

Dans toute cette sous-partie, on fixe un réel p non nul et on suppose que p ¢ N*.

Q 36.  Justifier I'existence de suites (a,,),,cy € R" non identiquement nulles telles que la série entiere Z a,x"
+oo n=0

ait un rayon de convergence infini et telles que la fonction z Z a,z" soit solution de (E,).
n=0

On fixe une telle série entiere et on pose pour x > 0,
+o00o
flx) = Z a,z".
n=0

Q 37. Montrer qu’il existe un entier naturel ¢ > p tel que, pour tout entier n > g,

‘a71|
> ——
|an+1| = 2(n 1)

q'la,]
2n—ap|’

Q 38. En déduire que, pour tout entier n > q, |a,,| >
R, — R

Q 39. Montrer que la fonction ¥ : = n’est pas un élément de F.
x Z|an|x"

n=q

Q 40. En déduire enfin que la fonction f n’est pas un élément de F.

V Eléments propres de U

Q 41. Le nombre réel 0 est-il valeur propre de U ?
Q 42. Soit A € R*. On suppose que \ est valeur propre de U. Soit f un vecteur propre associé. Montrer que
[ est solution de I'équation différentielle (£ ).

On suppose que f est développable en série entiére sur R*, c’est-a-dire qu’il existe une série entiere g a,x"™ de
n=>0
rayon de convergence infini telle que

+00
Ve eR,, f(z)= Zanx".
n=0

Q 43.  Montrer que les seules valeurs propres possibles de U sont de la forme A = 1/p avec p € N*.

Q 44.  Soit P une solution polynomiale non nulle de (E,). Démontrer que la fonction p U(P) — P vérifie sur
R% I'équation différentielle y” —y" = 0.

Q 45. Montrer que P est un vecteur propre de U pour la valeur propre 1/p.

Q 46.  Pour tout entier p € N* et tout x > 0, on pose P,(r) = xe””gém(x), ol g,(x) = zP~le™®. On rappelle
que P, est une fonction polynomiale de degré p et que P, € E. Montrer que les polynomes P, sont deux a deux
orthogonaux dans F.

oo oe[[Ne oo
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de PSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Intégration sur un intervalle quelconque
Espaces vectoriels normés
Equations différentielles linéaires
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Dérivabilité et convexité

Séries numériques et vectorielles

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/centrale/psi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/06-espaces-normes
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/05-equations-differentielles-lineaires
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/04-reduction
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/04-techniques-calcul-analyse
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/08-derivabilite-convexite
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/centrale/psi

