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Concours national d'acces aux écoles de management (CNAEM), Maroc

Session 2015, filiere ECS

Mathématiques et informatique

Durée : 4 heures

Ce que traite le sujet

Exercice 1: un polyndme aléatoire

Exercice 2 : une densité et ses transformées
Probléme 1 : intégrales et polyndmes

Probléme 2 : matrices M_a et systeme différentiel

Copie non officielle du sujet, a partir de la page suivante.

Seule copie connue : la derniére page de I'énoncé (page 5 sur 5, fin du probléme 2) manque, et
I'exemplaire scanné porte des notes manuscrites (mots en marge, coches, phrases écrites dans
|'énoncé).

Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/cnaem/ecs/2015/maths

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de |'organisateur du concours.
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Notes a lire par le candidat

» Chaque candidat n’a droit qu’a un seul « CAHIER D’EPREUVED».

» Le candidat doit écrire son nom de famille, prénom(s), centre et numéro d’examen dans la
partie réservée a ceci en haut de la 1 page du CAHIER D’EPREUVE, avant de commencer &
rédiger, pour valider sa feuille de composition.

» L’usage de toutes machines (calculatrice, traductrice, etc.) ou dictionnaire est.strictement
interdit. )

> Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le

signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu’il a été amené & prendre.
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Epreuve de Mathématiques — Session 2015 — Filiere ECS Concours National (CNAEM)

Durée : 4 heures

E A .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et &
la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
rappeler avec précision les références des questions abordées. Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce
qui peut lui sembler &tre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant
les raisons des initiatives qu’il est amené & prendre.

Remarques générales: '

Ligprenve se compose de deux exercices ot deux problémes indépendants.

* K Kk k%

X7

EXERCICE 1 \{q}’

Soit p un réel de ]0,1][ et ¢ = 1 —p. Soit X; et Xy deux variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2, T, P), indépendantes et suivant la méme loi géométrique de paramétre p-
Pour tout w de 2, on considére le polynénic @, d’indéterminée Y, défini par:

Qu = (¥ — X3 () = (Xp(w))?

On désigne par &) (w}) et £2(w) los racines réelles de Q. Posons m(w) = min(t; (w), t2(w)) et M(w) = max(t1 (w), ta(w)).
Cela définit deux variables aléatoires m et M sur (Q, 7, P).
1. a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de E(X1), V(X3).
b) Vérifier que pour tout k de X;(Q), P([X) <k])=1- q~.
¢} Pour tous k; et ks de X1(Q) tel que ky < ko, déterminer Pk, < X; < ka).

[N
o
~—

Vérifier que pour tout w de Q, m(w) = X;(w) — Xz(w) et M(w) = X, (w) + Xa(w).
b) Déterminer E(m), V(m), E(M) et V(M).
) Calculer la covariance des variables aléatoires m et M.
3. a) Etablir la relation P(X; = X,) =
b) Déterminer P([m = 0] N [M = 2]).
)

wlly ©
1+g”

Les variables m et M sont-elles indépendantés? justifier votre réponse,

4. a) Etablir que pour tout cntier n supérieur ou égal 4 2, P(M = n) = (n— Dpqn—=.

b) On suppose que p = 1—27 Quelle est la valeur la plus probable de la plus grande racine des polyndmes
Q7
EXERCICE 2
On considére la fonction f définie sur R par f(z) = 2

n(eFFe %) "
1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Dans la suite, on note X une variable aléatoire définic sur un espace probabilisé (02, A, P) admecttant f
pour densité,

a) Déterminer la fonction de répartition"_F wdeX. °

b) Fn déduire la valeur de P (ln ‘/TE <X <In \/5)
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Epreuve de Mathématiques — Session 2015 — Filiere ECS Concours National {(CNAEM)

¢) Montrer que X admet des moments de tous ordres et calculer son espérance.
3. On pose Y = X,
a) Montrer que ¥ est une variable aléatoire a densité et déterminer une densité de V.
b) Caleuler la valeur de P([Y — 28| > ¥3). ‘
¢) La variable aléatoire Y admet-elle une espérance? justifier votre réponse.
4. On considére une suite de variables aléatoires (¥, )nen- définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P),
indépendantes et suivant toutes la méme loi que Y.
Pour n € N*, on pose
Ju—n = Sup(y,l)YZ= me s YTL)
a} Déterminer la fonction de répartition de M,.

b) Pour n > 1, on pose Z,, = 47~ Montrer que la suite (Z,)nen- converge en loi vers une variable
;_P aléatoire dont on donnera la loi.

on f—Qo\A% L(A ;&)cm ChLW\ (kL W\Pcﬂ:h {-;}(UV\
W‘D o ent My 1

PROBLEME 1

PARTIE 1

falz) =0 siz <0
falz)=2"e" siz>0

—t

. Soit n € N, posons la fonction f,, définie sur R par {

a) Justifier que pour tout n € N, liI_'}I_l z% fo(z) = 0.
L— o0
b) Montrer que pour tout n € N, 'ntégrale f0+m fn(®)dz cst convergente.

2. En déduire que pour tout polynéme P de R[X], l'intégrale j;;rm P(z)e~*"dz est convergente.

- 2 2
Dans tout lo probléme, on pose Iy = 0+°° e dri= %E cf pour tout n € N*, [, = O+°° e " dzx.

3. a) Calculer I;.

b) En utilisant unc intégration par parti;:s, montrer que pour tout n € N, 1,40 = ’l;}ifn.

¢) Montrer que pour tout enticr naturel k, Ippyy = £

5 -

)
)
)
)

d) Montrer que pour tout entier naturel k, loy, = 51(7% /T
PARTIE 2

1. Montrer que pour tout z € R, les intégrales f:m Cos(:{;t)e""t2dt et f;m tsin(:r;t)e“zdt convergent.
Onnote C:R — Ret S:R — R les applications définies, pour tout = € R, par

+oo o +oo 5
Clz) = / cos(zt)e " dt et S{z) =/ tsin(zt)e % dt
Jo 0

3]

- Montrer que pour tout @ € R ot tout a € R, | cos(a + a) —cos(a) + asing| < 3;
3. a) Démontrer que pour tout z € R, éim gw&- S(z) =0

—0
b) Eu déduire que C est dérivable sur R et déterminer sa fonction dérivée ¢

4. a) In utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout z € R, S(z) = £C(x)

b) En déduire que pour tout z € B, C(z) = ge%wﬁ ot S(z) = #e%:‘z.
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PARTIE 3

1. Montrer que pour tout = € R, lintégrale fo"'m —I—_P—iq;e"tz dt converge.

On définit ainsi 'application h de B vers B par vz R, h(z) = U+°° H;—dﬂe“*n dt.

2. -a) Montrer que pour tout u € [0, +oo[, 0 < 1 — 12 4+t — = <ub.

b) En déduire que pour tout x € R, 0 < [77%° (1 — 222 + z4t?) e~ dt — h(z) < (19895 /)2

3. Moutrer que k admet un développenient limité a Fordre 11 en 0, et former ce développement limité.

t2k

4. a) Mantrer que pour tout k € N, 'intégrale f;m me*ﬂ dt converge.

oo g2k

= T —t
On note pour tout k € N, uz = Y e " dt-
/E;?) b) i) Montrer que pour tout k € N, 0 < uy, < (—‘gzkﬁ
i) BEn déduire que la série de terme général uy, est convergente.

¢) Plus généralement, étndier la nature de la séric S uzz®, ¢ € R.
k

PARTIE 4

Notons E,, = R,[X] le R-espace vectoriel des polynoémes de degré inferieur ou égal An, ne N
On défini 'application @ définie de F, x E, par @(P,Q) = 0+°O P(t)Q(t)e " dt.

1. Vérifier que ¢ cst un produit scalaire sur E,,.

Dans la suite, £, est muni de ce produit scalaire.

2. Posons F' = {P € Ey; D+°° P(i)e " dz = 0}

a) Montrer que F cst sous espace vectoricl de By de dimension 1 ot déterminer unc base (@Q1) de F telle
Ay que (; soit unitaire. : o

b) Déterminer G le supplémentaire orthogonale & F dans E;. Soit Qo le polynéme de E;, unitaire tel
que G' = vect{Qy).

d) Posons h le polyntme tel que h(z) = 1, déterminer d(h; F) ot d est la distance associée au produit
scalaire .

3. Soient les polynémes suivants;

. 1 T 1 fr—4
To=1, Ti=X-——— e Tp=x2_- VYT x_1 .
’ ' NV m—2" "3

a}) Vérifier que (Ty, Th,T2) est une famille orthogonale.

b} Soit (u,v) un couple de réels.

i) Montrer qu'il existe un triplet (a, b, ¢) de récls (qu’on ne cherche pas 4 le déterminer maintenant)
tel que X2 4+ uX +v=aly + Ty + Ty, !
1) En déduire que @(X® + X + v, X2 + uX + v) = a?p(Ts, Ty) + b20(T1, Th) + (T, Tp).
iii) Etablir que a =1, b:u,—b—w—‘g"§ et Ci’t)'-f'?u; +%‘

4. Soit H la fonction définic sur R?, telle que pdur tout couple (w,v) de récls on associc Vintégrale

+oo . 3
] (2 + ut + v)%et dt.
0

Montror que H admet un minimum.”
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PROBLEME 2

Soit £ un espace vectoriel et B = {e;, €, €3) une base de E. Pour tout réel a, on considére 'endomorphisme f,

de V'espace vectoriel E dont la matrice dans la base 3 est donnée f)a?
fef  Fla] £/e
l—a\ & v/

1 1—a

My=| a—2 2a-1 a C o
2~a l-—a 0 5 W

PARTIE 1

L. a) Vérifier que le polynéme caractéristique de M, est Q,(z) = —(X-—I}X - a+ 1)(X — a). (Pour
faciliter les caleuls, on pourra utiliser des opérations sur les lignes et les colonnes du déterminant qui

carrespond au polyndme caractéristique de M,).

b) i) En déduire le déterminant de M,.
i) Pour quelle valeur de a la matrice M, est inversible.

2. Montrer que le réel A est une valeur propre de f, si et seulement si A est racine du polyndme Q.

3. a) En déduire les valeurs propres de f,.

b) Dans quels cas, les valeurs prnp'res sont d’ordre de multiplicité 27 justifier votre réponse.
el = el —ex+ez
eh =€) — 2es + €3

4. Posons ' = (e}, €}, €4) la famille de vecteurs de E définie par
' et = —eax +eg

a) Vérifier que 3’ est une base de E.
b) Verilier que e}, €} ot €} sont des vecteurs propres de 1.

c¢) Déterminer la matrice P de passage de 14 base 0 ala base &',
o

i

d) Prouver que la matrice M, est diagonalisable.
¢) Montrer qu'il existe une matrice diagonale notée D, & préciser telle que M, = PD, P, la diagonale
de D, est formée respectivement par les valeurs propres associées aux vecteurs propres €}, 6’2 et ey,

f) Soit n € N, déterminer M? en fonction de P, D, et n, justifier votre réponge.
. _ DS
i) En déduire I'expression de M™ sous la forme d’un tableau.

h) Dans le cas ol M, est inversible, déterminer P'expression de M7 sous la forme d’un tableau.

PARTIE 2

On considere le systéme d’équations différentiel suivant:
' (t) = z(t) ~ 2y(t) — 22(t)
(SED) y' () = x(t) + dy(t) + 3z(¢)
2 (1) = ~o(t) - 2y(t)

avec les conditions initiales suivantes: z(0) =1, y(0) = 2, 2(0) = 3.

' (t) z(t)
L. Litablir que | 4'(t) | = Mo, [ () |, & préciser la valeur de ag.
#'(t) z(t
2(t) zf ()
2. Onpose X{t)= | y(t) | et X'(t)=| o (t)
z(t) 2 (1)

a) Verifier que P X'(t) = Do, P X (1).
b) En faisant le changement de variable Z(t) = P=1X(t), vérifier que Z'(t) = D., Z(t).
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prepahelp.com - classes préparatoires, Maroc et France

Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme d'ECS chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Eléments propres et réduction
Algebre bilinéaire

Variables aléatoires finies et lois usuelles

Ouvrir l'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnaem/ecs

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/03-reduction
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/06-algebre-bilineaire
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/09-variables-aleatoires-finies
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnaem/ecs

