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la présentation des copics seront dea tléments prin en comple dans Ia notation. 1l convient en particuller de
rappeler avee prixision (los réfirences) des questions abordées. Si, au cours de I'épreuve, ua candidat repére ce
ﬂﬂwmm-mmﬂhww-uﬂnmﬂ-mﬁh-uﬂw

Jen raisons des inltiatives qu'il ool amend & prendre.

Remargues génbrales :

['#preuve we compose trols problémes indépendanta,
* ok k&
Probléme 1

On rappelle que ! est un espace vectoriel sur B et on note ff = (ry, €3, 8) 52 base canonique. On considére
s matrices suivantes :

(1 3) (31 3) (D))

Sait f l'endomorphisme de R? doot A est sa malrice relstivement & la base f.
Partle 1
Diagonalisation de Ia matrice A
1. a) Virifer que A? - 1/ = 0.
b) En diduire un polyntme annulateur de la matrice A.
) Déterminer les valeurs propres éventuelles de A notdes Ay et Jy, avec Ay < Ay

2 On pose U -{l, h:}; L {Il II],I L {"]lllﬂl'

a) Virifier que w, v ol 1 sont dea veeleun propres de f donl on précisera les valeurs propres de chacun,

b) Montrer que 8 = (u, v, w) ost une base de R,
) En déduire que A est une matrice dingonalisabile.
d) i) Déterminer P la matrice de passage de la base 2 b 'a - woc [
if) Caleuler PQ et en déduire que P est ioversible e1 diveris e son ioverse -1,
¢) En déduire qu'il existe une matrice dingonale D & priciser, el que AP = PD,
Partle 2
Applications

1. Lobjectif de cetie quesiion est de déterminer ks pulssances de la matrice A.

&) Mentrer que pour Lout entier naturel n, A® = PD*P 1,
b) Mentrer que pour tout entier natarel n,
g (=1)**+3 (=141 2((-1)"-1)
Ay ( (<141 (=143 2((-1)0-1) ) ‘
2(-1**' 41) 2((-1)**' +1) 2((-1)"-1)
2. Dass cetle question, on o'intéresse & résoudre un sysiéme differentiel lintaire.
On considire le systiime difltrentiel linkalre suivant : .
2 (1) = =(t) + dult) - 2(0)
(5) Vi) = J2(0) + pit) - 2(0) ,
#(t) = =) + w(1) = f2(0)
aver los conditions initiales sulvantes ; z{0) = =1, y(0) = 1, 2{0) = 2.
=(1) (1)
On pose X(t) = | p(1) |, minsi X"(0) = ( 0] )
=zl 2




9

a) Euwblir que X'(t) = AX(1).
b) 1) Verifier que QX'(¢) = DQX(1).
1) En faisant le changement de variable Z(1) = QX{t), virifier que Z'(t) = DZ(1).
nir)
ill) On pose Z(1) = ( nlt) ).immim lea fonctions 2y, 2y &t =3
nit)
¢} En déduire la schution du systéme differentiel (5).
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Soit g Ia fonction définie sur |0, +oo| xR par,

1. &) Verifier que I- f’.;g,ﬂ-n.

) Ehﬂ:!dnmwuﬂ:fp.im{.mrl{lﬂ‘w
Dnmwhﬂh.hﬁndhnfdﬂﬂlmﬂ.ﬂnlruﬂﬂ-f glr, ).

'l‘-h
:. n}mwp_mmﬂsmwl.f .ﬂ L !+-d-.

bt . (.~.+1)
=2 ip .
b4t 3

z+1]

¢) Montrer que pour tout réel > striclement pesitif, /() = ¢ tla ---—)
d) Elw'!z’ﬁr},

A nmwmwwruﬂwwﬂ.n:ﬂﬂs%.
b) En déduire Em _f(z).

==

. .}Hﬂmwmmﬂ:mw,’ u*-".u-.ila._,
L]

b) ﬁm-mmﬂrmmlﬂﬂ~%|£ =

¢} En diduire un fquivalent simple de f(x] su volsinage de +0o0.
Partle 2

Applications de In fonction [
I.Hmwp_mzeﬂ,ﬂn[.mrr'ﬁ.-ham.
lﬁt:uﬂdmﬁuﬂupﬂuﬂ-ﬂlnrﬂmdﬂqﬁm(;.
a) Montrer que pour toul réel ¢ positll, |e= ¥ — | 4 2th| < 272NN,
=142th

| s e,

e) En dtduire que M+:£iu ﬁ:"’#li ﬂﬂihi‘:“'l.
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d) En déduire que [ est divimble sur 0, 40c] ¢t que pour tout réel 2 wtrictement posicl,

e |
[n) = -2 1 e
3 O eonsidire équation diffirentielle mur )0, 4 00| sibwmnle :  (E) i"—-n--'-%!'-
.[Hﬂmwwhﬂﬂﬂrﬂ“nﬂmﬂﬂ-?+lﬂﬂ.
) Montrer que Ia fonction [ est une solution particalibes sur )0, +oof de l'quation difiérentiells (E).
t] Dterminet la solutinon gintrale de V'bquation difftrentielle ().
4 [ romsidére pear ot réel £ strictement positif, la fonetion b, définie sor i par,
0 sit<

T{'[H(%) se20’

a) Montrer gue A, o5t une densité de probabtlive,
Is) Snit X une variable aliatoire réclle sdmettant pour densité b, Montrer qoe X admet ine sspérance
E(X) et ealeuler E[X) en fonction do (=) et f'[x)

hm-[

Probléme 3
Dans tewt be probléme, A ot @ désignent deux réels strictoment positifs et fi, o la fonction définie sur
R par,
n irch
Soumliz) = ;AI:; dept .
Partie 1

La variable sléatoire & densité fi, 5

1. Mantrer que [, g =t une densith de probetit
Almsl, on considére la varlable alatoire ver o oy wimettant [0 comme densitd. On dil
ainsl qoe In wrinble albatoire X, g 80it la bl e wels de parumitres A et
Par la suite, pour alliger Péeriture, on va mder (., loul simplement X.
1. [aerminer la fonclion de répartition Fy de la vaniatle gliatore X
3. Montrer que X admet une espérance E{X] =, c2 «viomest 51, A > 1 el déterminer dams oo ca sa valour
n fanction de A et 8.
4. Momtrer que X admet wne wriance V(X) o, ol sealement #i, A > 3 ot diterminer dam c» em sa valeur
en kmetion de ) ol 0.
5. Soit ng = [#] + 1, ot |#] désigne la partic entibre de £. On considire Is suite (44 )azuy définie de In fagon
M_r,pwtﬂmhﬂ-dihlﬂlzuhq-P(ls..tsi-ll).
L]
ﬂm.muﬂﬂﬁnﬁpnzmthﬂznuHHhkl,
[
g #t 1. o
b) Fn diduire que 5. ug ost une sbrie convergemte ot détermines aa somme en fonction de ) ot §
L
) Sk k un eutler naturel tel que k > no, dicerminer £y (¥ s k41) en fonction de \ et de £,

Ia peobalilite de Vevtnement (X < & 4 1) snchant que Vevenement (X > ) est rinlit

!"-'I;‘
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:t]Mumuﬂﬂ“ﬂﬂh#nﬁlmﬁ“nh!hhﬂ
que P, (X <nt1) <107 danslecas ot A= d et 0= V3.
(=) :

& On considkre la wriahle aléaloire 1 -H.r,'uﬂ.
a) Mostrer que ¥y wuit une loi wsuelle qu'on préicise son paraméire en fonction de A,
b) Déterminer N'espérance E(Y}) et la variance V(Y3 ) de la variable aléatoire Y.

¢) Ecrire un programme Scilab simalant la variable aléatoire Yi, qui renvoie une matrice & une ligne
ot cenl colonnes contenant cent réalisations de Y), le réel A strictement positil #ant donné par

utilissteur, (on pourra utiliser la commande grand).

Partie 2
Comparalson de deux estimateurs du parambtre §

Dans cette partie, on pread A = 4 ot on note la variable alatoire Xy g) par Xp. Soit n un entier naturel
supbrienr ou fgal A 2. On considére n variables nléaloires indépendantes 2y} Z;, ..., Z. qui sulvent la méme loi
gue Xy Pour tout entier naturel noa nul n, on considére les variables aléatoires suivantes :

sl-il'l'zhf n-“{zllzlluqqu el H.-E‘:—l.n
Tl

1. a) Déterminer I'espérance de la variable aléatoire 5,,.
b) En diduire un estimateur noté M, sans bisis de 0 de la forme oS, ol a est un réel & préciser.

¢) Délerminer la variance de la variable altaloire M,

d) En disduire ke risque quadratique de I'estimateur M, notd rif7,
2  a) Déterminer |a fonction de répartition Fr, de la variable aliai -0 7,

b) En dédaire que T, est une loi di Parcto & priciser ses param i

¢) Montrer que N, esi un estimaleur sans bisis de 8.

d) En désduire le risque quadratique de Pestimateur N, noté r(N, ).

lﬁulhdl'mhhmﬂ.ﬂﬂ.?]nﬁuﬁum
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme d'ECS chapitre par chapitre : cours détaille,
méthodes, pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des
concours. L'essai gratuit donne acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans
carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Calcul matriciel et systemes linéaires
Eléments propres et réduction

Variables aléatoires finies et lois usuelles

Ouvrir l'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnaem/ecs

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/04-calcul-matriciel-systemes-lineaires
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/03-reduction
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/09-variables-aleatoires-finies
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnaem/ecs

