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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la
rédaction et a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il
convient en particulier de rappeler avec précision les des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

Remarques générales :

L’épreuve se compose de quatre exercices indépendants.

EXERCICE 1

S

On consideére les matrices suivantes :
-3 2 -3 1 1 1 L 0 1 1 1 1 -2
A=|-6 4 -5 T= 1 2,Q=5 —2 1 —-3|etP=|2 1 -1
2 -1 2 0 0 1 -2 1 -1 0 -1 1

1. Montrer que la matrice T est inversible et calculer la matrice inverse T2,

2. Calculer T?.

o

3. Vérifier, par récurrence que Vn € Nona:

1 n n?
T"=(0 1 2n
0 0 1

4. Calculer le produit, PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
Calculer PTQ.

6. En déduire que A est inversible et calculer son inverse en fonction de P, T~ et Q (on vous ne
demande pas de donner I'expression de A™1.)
Donner I'expression de A" en fonction de n, P, Q et T™.

8. Pour tout entier naturel n, calculer les coefficients de la matrice A" en fonction de n
uniquement.

9. On considere trois suites (a,), (b,) et (c,,) définies par des conditions initiales a,, by, ¢, et
par les relations

anyq = —3a, + 2b, — 3¢,
vn €N, b,y1 = —6a, + 4b, — 5¢,
Cn+1 = 20y — by + 2¢,
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aTL
On introduit la matrice X,, = (bn>
CTl

10. Reconnaitre, pour tout entier naturel n, le produit AX,,.
En déduire I'expression de X,, en fonction des matrices A™, X, et de I’entier naturel n.
11. En déduire I'expression des suites a,, b, et ¢, en fonction de n uniquement dans le cas ou

a0=1,b0=2etco=4.

EXERCICE 2

S

1 x2n+1
I, = dx
" fo 14 x?

Pourn € N, on pose

1. Calculer .
2. Calculer Iy + I;. En déduire ;.

2.a. Quel estlesignedel, ?

2.b. Montrer que : vneN, I,+1,,, = ﬁ
1

2.c. Endéduire que: vneN, [ < .
2n+2

2.d. Montrer que la suite (I,,),en €St convergente et calculer sa limite.

2.e. Montrer par récurrence que :
n
-1 k—1
vneN*, 2(-D"1, = Z % —In2
k=1

2.f, En déduire

3. 3.a. Alaide d’une intégration par parties, montrer que :

L 1 N 1 ! x2n+3 4
"Tam+ D n+1) A+a22
0

3.b. Etablir les inégalités :

x2n+3

€N < <
vneN, 0= (1+x2)2dx_2n+4
0

3.c. En déduire

lim nl,
n—-+coo
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4. Alaide des questions précédentes, donner un équivalent de

n (_1 k-1
S
k=1 k

Quand n tend vers +co,

EXERCICE 3

S

On considére une urne U contenant 4 boules numérotées 1,2,3,4 et indiscernables au toucher.
On effectue une suite de tirages d'une boule avec remise de la boule dans 'urne 9.

[11,4]] désignera les entiers naturels i tel que 1 <i < 4 c'est-a-dire i = 1,2,3,4. k désigne un
entier supérieur ou égal a 1. Pour tout i € [|1,4]], on pose X; la variable aléatoire égale au

nombre d’obtentions de la boule numéro i au cours des k premiers tirages.

1. Pouri € [|1,4]], donner la loi de X; puis son espérance E(X;) et sa variance V(X;).
2. Lesvariables aléatoires X, X,, X3, X, sont-elles indépendantes ?
3. Soient (i,)) € [|1,4|]*tel que i # j
3.a. Déterminer laloi de la variable aléatoire X; + X; . Rappeler la variance de X; + X; .

3.b. En déduire la covariance du couple (Xl- + Xj).

Pour tout entier k supérieur ou égal a 1, on note Z, la variable aléatoire égale au nombre de

numeéros distincts obtenus au cours des k premiers tirages et on note E(Z; ) 'espérance de Zj.

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire Z; et la loi de la variable aléatoire Z,. En déduire
E(Z,) et E(Z,).
5. Pour k un entier supérieur ou égal a 1.
5.a. Déterminer P(Z, = 1)
5.b. Déterminer P(Z, = k)
5.c. Montrer que pour tout j € [|1,4]],

L 5 .
P(Zisr =)) = 1 P(Zy =)) +TP(Z1< =j-1
5.d. En déduire que E(Zy1;) =2 E(Z) + 1

6. Montrer que la suite (v,,) définie par v, = E(Z;) — 4 est une suite géométrique dont on

déterminera la raison et le premier terme.
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7. Déterminer P(Z, = 5)

8. Montrer que
k

P(Zk = 2) = 6T

EXERCICE 4

S

Pour cet exercice, on donne e~! = 0.37
On considere la fonction f définie pour tout réel x par:

{f(x)= 0 six<0
f(x) =xe™ six=>0

Etudier les variations de f sur [0, +oo].
Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +oo.

Dresser le tableau de variation de f puis construire sa courbe représentative.

> W bR

4.a. Soit a un réel strictement positif; en utilisant une intégration par parties, calculer

a
f xe *dx
0

lim faf(x) dx
0

a—-+oo

I'intégrale

4.b. Déterminer

Montrer que f estla densité de probabilité d’'une variable aléatoire X.

6. Calculer I'espérance E(X) de X.

S

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme d'ECT chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Calcul matriciel et systemes linéaires
Suites réelles
Dérivation (et convexité en ECT1)
Probabilités sur un univers fini
Variables aléatoires finies et lois usuelles
Matrices carrées : inverse et puissances
Compléments d'intégration

Sommes finies et séries numériques

Ouvrir l'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnaem/ect

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/04-calcul-matriciel-systemes-lineaires
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/05-suites-reelles
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/07-derivation
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/08-probabilites-univers-fini
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/09-variables-aleatoires-finies
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/02-matrices
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/04-integration
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/05-series
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnaem/ect

