l::) Prepa Help

prepahelp.com - classes préparatoires, Maroc et France

Concours national d'acces aux écoles de management (CNAEM), Maroc

Session 2020, filiere ECT

Mathématiques

Durée : 4 heures

Ce que traite le sujet

Exercice 1
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Copie non officielle du sujet, a partir de la page suivante.
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Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/cnaem/ect/2020/maths

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de I'organisateur du concours.
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EXERCICE 1
3 0 0 112 1 -1 =2
On considére les matrices suivantes: A = 3 -3 -9 |, P= 72 -1 0 |,Q@= 2 -3 -4,
-2 4 9 -1 1 1 -1 2 3
. 30 41 100 00 0
={03 1 |,r=[0o10]eto=[00 0|
00 3 00 1 00 0
Partie 1
Puissances de la matrice A

1. a) Vérifier que PQ = 1.
b) En déduire que P est inversible et déterminer son inverse P-L

2. a) Veérifier que A = PTP™1.
b) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PT"P~ 1.

3. a) Trouver une matrice N de M3(R) telle que T' =3/ + N.
b) Déterminer N2 et en déduire pour tout entier naturel k > 3, la valeur de la matrice N k,
c¢) Déterminer pour tout entier naturel n, 7" en fonction de n et des deux matrices I et N, (on pourra

utiliser la formule du binéme de Newton).

4. a) Vérifier que A =3I+ PNP~ 1.

«= b) Montrer que pour tout entier naturel n, A™ = 37! (3(1 —n)I + 'nA).

Partie 2
Application a un systéme de suites

On considére les suites (Zn)n, (Yn)n et (2,) i i
n)n Qui sont définies par les conditions initi i
) itiale = —
Yo = %, 29 = 1 et pour tout entier naturel n, * suivantes %o %

Tnit1 =3Tp + 2
Yn+1 = 3Tn — 3y, — 9z,
Zn41 = =2z + 4y, + 9z,

2 Tn
On pose B= | 0 | et pour tout entier naturel n, X, = Un
0 Zn
1. Veérifier que pour tout entier naturel n, Xns1 = AX, + B. (1)
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3. On se propose de trouver la matrice colonne U de M 1(R) telle que U = AU + B. @)

a) Montrer que la relation (2) est équivalente & (1 — AU = B.
b) i) Vérifier que A2 — 64+ 97 = 0.
ii) En deduire que (I — A) [3(A-50)] = 1.

iii) En déduire que la matrice I — A est inversible et calculer son inverse.

— _1
¢) En déduire que U = %(A_sl)Betvériﬁerq el = ( % )
-1
4. a) Montrer que pour tout entier naturel 7, Xn41 —U = A(Xn = U).

b) En déduire par récurrence que pour tout entier naturel n, X,, — U = A*(Xo —U )-

5. En utilisant I'expression de A™ obtenue dans la question 4. b) de la partie 1, calculer zn , Yn €t zp, en

fonction de n.

EXERCICE 2

iz <0
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = { ge"" :i >0

Partie 1
Etude d’une variable aléatoire & densité

1. a) Calculer, pour tout réel positif A, foA f(x)dz en fonction de A.
b) Montrer que f0+°° f(z)dz est convergente et déterminer sa valeur.
c¢) En déduire que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.
On considére par la suite, la variable aléatoire X admettant f comme densité et on note Fx
sa fonction de répartition.
2. a) Déterminer pour tout réel z, Fx (z).
b) Vérifier que pour tout entier naturel n, PR < X <n+1)=(1-e 4)e "

¢) Montrer que la série Y. P(n < X <n+1) converge et déterminer sa somme.
n>0

d) On considére la suite (Wa)n>o telle que, pour tout entier naturel n,
W, = 3 P(k < X < k+1). Ecrire un programme scilab qui détermine la valeur de W, I'entier
£=0

naturel n étant donné par I'utilisateur.

3. a) Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout réel positif A,

" f @)z = —(A+ Dyt 4. L
[ etz = A+ pett
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M o '
ontrer que I variable al¢atoire X admet une espérance E(X) et déterminer sa valeur. _

¢) Montrey i ¢
) Moutre aue la varighle aleatoire X admet une variance V(X) et déterminer sa valeur.

Partie 2
Etude de quelques variables aléatoires

1. On considére 1a variable aléatoire Y définie par Y = X el on note Fy sa fonction de répartition.

2. On considere par la suite deux variables aléatoires X; et Xz i

D
®

2) Vérifier que pour tout réel z strictement positif, £y (z) = Fx (In(z))-
b) Donner, ep distinguant les cas z supérieur ou égal a 1 et = strictement inférieur & 1, 'expression de

Fy(z).
C) Détermincr l’cspérun(jc E(Y) de la variable aléatoire Y.

d) Déterminer 1a variance V(Y) de la variable aléatoire Y.
ndépendantes et suivant la méme loi que X.

a) On pose Z = sup(X, X2).

i) Déterminer la fonction de répartition Fz de Z, (on pourra utiliser, pour tout réel z positif, la

relation (Z <z) = (X; <z)N(X2 £ 1'])-

ii) En déduire une densité g de Z.
iii) Déterminer la valeur de l'espérance E(Z) de la variable aléatoire Z.

b) On pose T = inf(X}, X).

i) Déterminer la fonction de répartition Fr de T, (on pourra utiliser, pour tout réel z positif, la

relation (T > z) = (X; > z) N (X2 > x)).

ii) En déduire une densité h de T'.
iii) Déterminer la valeur de l'espérance E(T') de la variable aléatoire T.

EXERCICE 3

On dispose de deux piéces de monnaies truquées : une piéce notée M;, pour laquelle la probabilité d’obtenir
"face" est % et celle d'obtenir "pile" est % et la deuxiéme piéce est notée M,, pour laquelle la probabilité
d’obtenir "face" est ; et celle d’obtenir "pile" est . On choisit I'une de ces deux piéces au hasard et on la lance

indéfiniment.
Pour tout entier naturel non nul &, on note I'événement Fj : "obtenir face au k-i¢me lancer”, et on note

P

"obtenir pile au k-iéme lancer". On considére la variable aléatoire X, égale au rang d’apparition du

premier "face". On considére aussi, la variable aléatoire Y, égale au rang d’apparition du premier "pile".
On convient de donner & X la valeur 0 si I'on n’obtient jamais "face" et de donner a Y la valeur 0 si I'on

n’obtient jamais "pile".

1.

a) Montrer que P(X =1) = .

b) Déterminer P(Y = 1).

a) Vérifier que pour tout entier naturel n tel que n > 2, Py, (X = n) = Pu, (PLNPaN...N Py NER).
b) Vérifier que pour tout entier naturel n tel que n > 2, Py, (Y = n) =Py, (FENFN...NFao NPy

a) Montrer que pour tout entier naturel n, n > 2, Py, (X =n) = %(%)ﬂ-1,
b) Déterminer pour tout entier naturel n, n > 2, Py, (X = n) en fonction de n.

c¢) En déduire pour tout entier naturel n, n > 2, P(X = n) en fonction de n.
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4. a) Mon 3(1
) trer que pPour tout entjer naturel n, n > 2, P(Y = n) = (%)" + 5(4)n'

b) M _ — =
) Montrer que bour tout entier naturel n, n > 2, P((X =N = ")> =Py ="n)
r votre réponse.

o —
S S s les deux variables X et Y sont indépendantes? justifie
n considére l'expression

. P i
5. Pour tout réel = verifan |z| < 1 et pour tout entier naturel n vérifiant n > 2, 0

suivante : Up(z) = 3 gh-1,
k=2

a) Montrer que pour tout entier naturel n, n > 2, Un(z) = 2522

n—1 gst une série convergente et déterminer

b) En déduire que pour tout réel z vérifiant |z| < 1, Z>:2I
sa somme. e

=,  ¢) Montrer que ¥~ P(X = n) est une série co
n>2

d) En déduire la valeur de P(X =0).

nvergente et déterminer sa somme.

T .
rel n vérifiant n = 2, on considére I’expression

6. Pour tout réel z vérifiant |z| < 1 et pour tout entier natu

suivante : V,(z) = an kgk-1.
k=2
naturel n vérifiant n > 2,

a) Vérifier que pour tout réel z vérifiant |z| < 1 et pour tout entier
Vi(z) = 2Up(z) + Un(@)
b) Montrer que pour tout réel z vérifiant |z| <1 et pour tout entier naturel n vérifiant n > 2,

W 2—z—(n+l)x"‘1+nz")
n(z) =z 1- )2
c¢) En déduire que pour tout réel z vérifiant |z <1, 3 nz™~! est une série convergente et déterminer
n>2
sa somme.
d) Montrer que Y. nP(X =n) est une série convergente et déterminer sa somme.

n>2
e) Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance E(X) et déterminer sa valeur.

7. Ecrire un programme scilab qui détermine la plus petite valeur de n, telle que,
n

E(X)-) kP(X =k) <107°
k=0

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme d'ECT chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Calcul matriciel et systemes linéaires
Suites réelles
Probabilités sur un univers fini
Variables aléatoires finies et lois usuelles
Matrices carrées : inverse et puissances
Compléments d'intégration
Sommes finies et séries numériques

Variables aléatoires discretes infinies

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnaem/ect

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/04-calcul-matriciel-systemes-lineaires
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/05-suites-reelles
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/08-probabilites-univers-fini
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-sup/09-variables-aleatoires-finies
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/02-matrices
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/04-integration
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/05-series
https://prepahelp.com/cours/maths-eco-spe/08-variables-discretes-infinies
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnaem/ect

