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Epreuve de Mathématiques — Session 2022 — Filiére ECT CNAEM

Durée : 4 heures
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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et a
la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de
rappeler avec précision des questions abordées. Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce
qui peut lui sembler étre une erreur d 'énoncé, il le signale sur sa copie et poursuil sa composition en ezpliqguant
les Taisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Remarques générales :

L’épreuve se compose de trois exercices indépendants.

* Kk ok k &
EXERCICE 1
Dans M3(R) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients réels, on considére les matrices suivantes :
01 0 : (S [ | -2 -3 -1 1 0 0 0 00
A= 8 0 1 JP= 1 -1 -2 |,@= -6 3 3 J=] 01 0 JeteO=| 0 0 0
2 1 =2 1 1 4 2 0 -2 001 000
Partie 1

Puissances de la matrice A

1. a) Veérifier que PQ = —61.
b) En déduire que P est inversible et déterminer son inverse 2

1 1 1 1
2. a) Déterminer les réels a, F et v tels que A | 1 =a( 1 ),A -1 ) =81 -1
1

1
1 1
eLA(—2)=7(—2
4 4

b) Qu'est ce que vous pouvez conclure pour a, 3 et v ? Justifier votre réponse.

a 0 0
3. a) Veérifier que AP = PD,avec D= | 0 8 0 |, a, 3 ety sont les valeurs qui sont déterminées
0 0 v

dans la question de la partie 1, 2. a).
b) Qu’est ce que vous pouvez conclure pour la matrice A ? Justifier votre réponse.
c) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" P = PD",
a® 0 0
4. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, D" = g g~ 0
0 0 4
b) Déterminer, pour tout entier naturel n, A™ en fonction de n.
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Partie 2
Application a la détermination de I'expression d'une suite

On considére la suite (2, ), qui est définie par les conditions initiales suivantes xp = 2, z; = —1. 12 = 1 et pour

tout entier naturel n,
Tni3 = 2Tn + Tyl — 2Zn42

In
On pose pour tout entier naturel n, X;, = | Zni
Tny2
1. Veérifier que pour tout entier naturel n, Xn41 = AX,. (1)

2. Recopier et compléter le programme Scilab suivant afin qu’il affiche X, I'entier n étant donné par
I'utilisateur.
V=i
o) o 1
end
(0115 (A, |

3. Montrer que pour tout entier naturel n, X, = A" Xp.

4. En utilisant V'expression de A" obtenue dans la question 4. b) de la partie 1, montrer que pour tout entier

naturel 7, , ;
S - W ___2 mn
=3+ 2(-1)" - 3(-2)
400
=l . : 3z, -1
5. Montrer que ,?}n % est une série convergente et déterminer g {_"3)" :
L
. E =1 o
6. Ecrire un programme en Scilab qui calcule et affiche la valeur de S, = E (_—"337‘_' I'entier naturel n
k=0

étant donné par |'utilisateur.

7. On considére la suite (yn)n qui est définie par les conditions initiales suivantes yo = €*, y1 =€,y = e!

2
et pour tout entier naturel n, yn4a3 = (y_,.) Yn4+1. Déterminer V'expression de y,, en fonction de n.
Yn42

EXERCICE 2

On dispose d’une urne qui contient deux boules blanches et trois boules rouges. Un joueur effectue trois tirages
successifs d’'une boule dans cette urne avec remise (c’est-a-dire, il remet la boule obtenue dans |'urne aprés
chaque tirage). L'opération de gains des points est la suivante :

Pendant le deuxiéme tirage, le joueur regoit un point a chaque fois que la couleur de la boule tirée est la méme
que celle qui a été obtenue au premier tirage. Dans le cas contraire il ne regoit aucun point.

Pendant le troisiéme tirage, le joueur regoit deux points & chaque fois que la couleur de la boule tirée est la
méme que celle qui a été obtenue au deuxiéme tirage. Dans le cas contraire il ne re¢oit aucun point.

Soit X la variable aléatoire qui est égale au gain du joueur lors du deuxiéme tirage. Soit X5 la variable aléatoire
qui est égale au gain du joueur lors du troisiéme tirage.

Par exemple, si les trois tirages successifs aménent : blane, rouge, rouge alors Xo =0 et X3 = 2,

On introduit, pour tout entier k compris entre 1 et 3 les événements By : " obtenir une boule blanche au k**
tirage" et Ry : " obtenir une boule rouge au k*** tirage ".

1. a) Justifier que (Xz =0) = (By N Ra) U (Ry N By).
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b) Vérifier que P(X2 =10) = 12

25
¢) Caleuler P(X; = 1).
d) Déterminer E(X3) l'espérance de la variable aléatoire X,.

) Déterminer V(X) la variance de la variable aléatoire X.

2. a) Calculer P(X3=0) et P(X3=2).
b) Déterminer £(X3) I'espérance et V(X3) la variance de la variable aléatoire Xi.

3. Soit @ la variable aléatoire égale au nombre total des points gagnés a la fin des trois tirages.
Déterminer E(G) 'espérance et V(G) la variance de la variable aléatoire G.

| 4. a) Exprimer I'événement ((Xg =1)Nn(X; = 2}) en fonction de By, Ba. Ba et Ry, Ra, Ra.

i
b) En déduire que P((Xg =1)N (X3 = 2)) =
¢) Déterminer la loi conjointe du couple (X2, X3) sous forme d'un tableau.

12
d) En déduire que la covariance entre les deux variables aléatoires X; et X est Cov(X2,X3) = a5

5. Déterminer p(X2, X3), le coefficient de corrélation linéaire de (X2, X3).

6. Soit » un entier naturel supérieur ou égal a 2. On suppose que le joueur effectue n fois I'opération citée
auparavant (les trois tirages). On considére la variable aléatoire ¥ qui est égale au nombre de fois la
réalisation de 'événement (G = 3) pendant les n expériences.

a) Préciser la loi de ¥ en déterminant ses paramétres.

b) Dans cette question, on prend n = 5, déterminer la probabilité d’avoir exactement 3 fois I'événement
(G =3).

¢) Ecrie un programme Scilab qui permet de simuler la variable aléatoire Y et qui renvoie une matrice
d’une ligne et de mille colonnes de valeurs. La valeur de n est donnée par I'utilisateur.

EXERCICE 3

Soit @ un réel strictement positif. On considére la fonction f définie sur R par,

0 six<#
f(z)={ 1em:p(?_—:ﬂ) sizg >0~

2 2
Partie 1
Etude d’une variable aléatoire & densité
; s oA
1. a) Vérifier que, pour tout réel A > 0, f(z)dr =1 —exp % )
0

b) Montrer que j;m f(z)dr converge et déterminer sa valeur.
c) En déduire que f peunt étre considérée comme une densité de probabilité.

On considére par la suite, la variable aléatoire X admettant f comme densité et on note Fy
sa fonction de répartition.

2. Déterminer pour tout réel =, Fiy(z).
3. a) Veérifier que P(30 < X <30+2)=¢"%(1 —e1) et que P(X > 36) =9,
b) En déduire Pyy>3p) (X <30+ 2), la probabilité de 1'événement (X <30+ 2) sachant 'événement
(x >30).
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1
4. On considére la variable aléatoire ¥ = §{X —8).
0 siy<0
l1—eV siy>0"
b) En déduire que Y est une variable 4 densité qui suit une loi classique dont on précisera le paramétre.
Préciser son espérance et sa variance.
¢) En déduire E(X) l'espérance de X et V(X) la variance de X.

a) Montrer que la fonction de répartition Fy de Y est définie par : Fy(y) = {

Partie 2
Estimateur de ¢

1. Dans toute la suite, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 et X, X»,..., X, des variables
aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi que X.

l n
On cherche a estimer le réel # a I'aide de la variable aléatoire S, = = E:(X" - 2).
k=1

a) Montrer que Sy, est un estimateur sans biais de @.
b) Déterminer la variance de la variable aléatoire S,.
¢) En déduire r(S,) le risque quadratique de |'estimateur 5.

2. Soit £ un réel strictement positif. Montrer en utilisant Pinégalité de BienayméTchebychev que :

4
P{|Sn—9|25)EE'§

3. Soit o un réel de ]0,1[ et € = 7'% Montrer que [S,, — &, S, + €] est un intervalle de confiance pour @ de
niveau de confiance 1 — a.

FIN DE L’EPREUVE
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pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
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Chapitres liés a ce sujet
Calcul matriciel et systemes linéaires
Suites réelles
Probabilités sur un univers fini
Variables aléatoires finies et lois usuelles
Matrices carrées : inverse et puissances
Compléments d'intégration
Couples de variables aléatoires discretes finies

Sommes finies et séries numériques

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnaem/ect
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