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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere ECT,
comporte 4 pages.
L’usage de tout appareil électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision
des raisonnements constitueront des éléments importants pour [appréciation des copies. Il convient en

références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale

particulier de rappeler avec précision les

sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé d'un exercice et de deux problemes indépendants a traiter dans |'ordre souhaité.

Exercice
Probabilité qu’une matrice aléatoire de M,(R) soit diagonalisable

Dans cet exercice, R désigne le corps des nombres réels et Mo (R) I'algebre des matrices carrées d’ordre
2 a coellicients réels.
1.1. Etude de la diagonalisabilité d’'une matrice de M3 (E)

. ; 0
On considére (a, 3) € R? et on pose A = ( (; ; )

1.1.1. Justifier que si a # 3, alors la matrice A est diagonalisable dans Ma(R).

1.1.2. On suppose ici que o = 5.

(i) Vérifier que a est I'unique valeur propre de A.

(ii) Montrer que la matrice A n'est pas diagonalisable dans My (R).

1.1.3. Conclure que la matrice A est diagonalisable si. et seulement si, o # 3.

1.2. Calcul de la probabilité qu'une matrice aléatoire soit diagonalisable dans M. (X)

Dans cette section. X et Y désignent deux variables aléatoires indépendantes définies sur un espace
probabilisé (2. A, P) et suivant une loi géométrique de parametres respectifs p; et pa, avec (p1.p2) €]0,1[%;
¢'est-a-dire

X —G(p1) et Y —G(pa)

Pour traiter cette section, on utilisera avec profit les résultats de la section précédente.

1.2.1. Pour tout k € N*, rappeler 'expression de la probabilité P(X = k) en fonction de k et p).

1.2.2. Pour tout k € N, exprimer de la probabilité P(Y > k) en fonction de k et pa.

1.2.3. On considere la variable aléatoire / = min(X.Y).

(i) Pour tout k € N*, calculer P(U > k).

(i) Pour tout k € N*, calculer P(U = k) et en déduire que la variable aléatoire U suit une loi

géométrique de parametre (1 —pp)(1 — pa).

1.2.4. Calcul de P(X < VY)

(i) Montrer que la suite ((X = BN O(Y = k)) forme un systeme complet d’événements.
kEN®

pi1{l —p2)
P2 — pipz
1.2.5. On cousidere la variable aléatoire discrete M : Q — Mo(R), définie sur 'espace probabilisé

(2, A P) par :
Yweh, Mw)= (X(“'-' 0 ) ‘

(ii) Montrer que P(X < Y) =

i Y (w)

Calculer, en fonction des parametres pj et po. la probabilité que la matrice M soit diagonalisable dans
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Probléme 1
Etude de suites récurrentes linéaire d’ordre 3

Dans ce probleme, N désigne I'ensemble des entiers naturels, R celui des nombres réels et £ = R" le
R—espace vectoriel des suites réelles. Pour tout réel «, on note ¥, la partie de E formée des suites réelles
(up)pen vérifiant la relation de récurrence linéaire :

YneN, upig=(a+3upo— Ba+ 2)uni1 + 2aun.

1%r¢ Partie
Détermination de ¥

Dans cette partie, on suppose que a = ( et on cherche I'ensemble ¥ des suites (uy, )nen vérifiant :
VneN, upez = 3untas — 2upya.
On note (en)nen la suite réelle définie par :

=1 ek Yzl e=10

W

uy — 3u; + 2ug
2

1.1. Soit (un)nen une suite appartenant a ¥3. On pose A = et on consideére la suite réelle
(v )ner définie par :
Vel v, =%, — Aty
1.1.1. Vérifier que v3 = 3v; — 2vg.
1.1.2. Montrer que pour tout entier naturel n, vys2 = 3vy 1 — 2v,.
il s = Uy

, d'inconnue (r, y), admet une unique solution
r+2y =

1.1.3. Montrer que le systeme linéaire {

notée (u,8) € B? et la déterminer.
1.1.4. Montrer que pour tout entier naturel n, v, = p + 42"
1.1.5. En déduire que pour tout entier naturel n, u, = Ae, + p+ 42"

1.2. Pour tout (a.b,c) € R*. on note (wy, )nen la suite réelle définie par :
YneN, w, =ae,+b+c2"

Montrer que la suite (wy),cp est un élément de 3.
1.3. Conclure que ) = {(afn +b+c2")pen; (a.bc) € Ra}.

28me Partie
Détermination de X3

Dans cette partie, on suppose que a = 3 et on cherche I'ensemble ¥3 des suites (uy, ),en vérifiant :
¥YneN, upiz=6upsz— 1luyq + 6u,.

On considere les matrices A, P et I} de M3(R) définies par :

6 —11 6 1 4 9 1 0 0
A=11 O 0], P=[}1 2 3 et D=1{0 2 0

0 | 0 T 1 1 0 B 3
2.1. Démontrer que les suites constantes appartiennent a 3.
2.2. Expression de U, a 'aide de 4 et de [

Un 42
Soit (un)new € X3; onpose Uy = | upyy |, neN.
u’“
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2.2.1. Vérifier que. pour tout entier naturel n, Un11 = AU,.

2.2.2. Montrer que, pour tout entier naturel n, U, = A"Uq.
2.3. Calcul des puissances de la matrice A

2.3.1. Montrer que la matrice P est inversible.

2.3.2. Calculer les produits matriciels PD et AP.

2.3.3. Montrer que, pour tout entier naturel n, A" = oyl g
2.4. Expression de u, en fonction de n

Soit (un)riEfiv = S.’5~
2.4.1. Montrer, en utilisant ce qui précede. qu'il existe trois nombres réels a, b et ¢ tels gque, pour
tout entier naturel n, u, = a+ b2" 4+ c¢3".

2.4.2. Démontrer que a. b et ¢ s'expriment chacun linéairement en fonction de wg, u; et ug.

2.5. Pour tout (z.y.z) € B3, on note (w,)nci la suite réelle définie par :
YneN, wy,=xc+y2"+ 23"

Montrer que la suite (wy),en est un élément de 3.
2.6. Conclure que ¥3 = {(a +b2" + 3" pem ; (a.bc) € Fg}
2.7. Soit (un)nen la suite de 33 telle que (ug, u1, u2) = (1,0, 1).
2.7.1. Déterminer u, pour tout entier naturel .
2.7.2. Déterminer la limite de la suite (ty)nen.
2.7.3. Ecrire un code, en langage Scilab ou en Python, permettant de déterminer le plus petit entier

naturel n tel que u, > 10°.

Probléme 2

A propos d’estimateurs

1% Partie
Etude d’un premier cas

Soit # > 0 et soit (X, )pen- une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur un espace
probahilisé (€2, .4, P), et de méme loi, la loi uniforme sur le sagement [0, 8]. Pour tout n € N*, on considere
Pestimiatenr T, = max{ X, v g X,) de 6.

1.1. Soit n un entier naturel non nul.
1.1.1. Montrer que T}, est une variable aléatoire a densité et déterminer une densité de T,,.
1.1.2. Calculer le biais de T},, noté byg(T,, ).

1.1.3. En déduire un estimateur sans biais de 6.
1.2. Montrer que la suite (T}, ),cn- est une suite d’estimateurs de . asymptotiquement sans biais,

2tme Partie
Etude d’un deuxiéme cas

Soit 8 > 0 et soit X la variable aléatoire définie sur définies sur un espace probabilisé (2, A, P) et sui-
vant une loi de Poisson de paramétre # > 0. Soit (X,,),en- une suite de variables aléatoires indépendantes.
définies sur I'espace probabilisé (12, A, P), et de méme loi que X. Pour tout n € N”, on définit la moyenne

empirique X,, et la variance empirique S, de X1,X2,...,. X, par :
1 T l mn
7 Z . = , 2
-Xn *—;A l)(ia' et S'”:;A l(‘\l.f \n) .

1.1. Rappeler la loi de la variable aléatoire X et préciser son espérance et sa variance.
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1.2. Montrer que la variable aléatoire X 4+ X, suit la loi de Poisson de parametre 26.
n

Dans la suite. on admet que la variable aléatoire ZX;\. suit la lot de Poisson de paramétre nfl.
k=1
1.3. Soit n un entier naturel non nul.

1.3.1. Montrer que X, est un estimateur sans biais de # et que son risque quadratique est by (X ;) = —.
T

n
= - =2 i 4 4 3 ; el
1.3.2. Montrer que nS, = Z X? — nX,, puis en déduire I’espérance de S,,.
k=1
1.3.3. Montrer que S, est un estimateur asymptotiquement sans biais de 6.

FIN DE L’'EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme d'ECT chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Calcul matriciel et systemes linéaires
Suites réelles
Variables aléatoires finies et lois usuelles
Matrices carrées : inverse et puissances

Variables aléatoires discretes infinies

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnaem/ect

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.
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