l::) Prepa Help

prepahelp.com - classes préparatoires, Maroc et France

Concours National Commun (CNC), Maroc

Session 2003, filiere MP

Mathématiques |

Durée : 4 heures

Ce que traite le sujet

l. Etude d'un exemple
Il. Quelques propriétés de la transformée de Fourier d'une fonction
[ll. Une formule d'inversion

Sujet reproduit sans retouche a partir de la page suivante.

Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/cnc/mp/2003/maths1

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de |'organisateur du concours.


https://prepahelp.com/annales/cnc/mp/2003/maths1

ROYAUME DU MAROC

Ministere de ’'Education Nationale Ministére de I'Enseignement
et de la Jeunesse Supérieur, de la Formation des Cadres
et de la Recherche Scientifique

Concours Najciqnal Commun
d’ Admission aux

Grandes Ecoles d'Ingénieurs
Session 2003

EPREUVE DE MATHEMATIQUES I

Durée 4 heures

Concours MP

Cette épreuve comporte 4 pages au format A4, en plus de cette page de garde
L’'usage de la calculatrice est interdit



Concours National Commun — Session 2003 — MP

L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Définitions et notations

On travaille dans C¥, qui est ’espace vectoriel de toutes les fonctions de R dans C ; on notera
aussi C°(R) (resp. CP(R), C>(R)) le sous-espace vectoriel des fonctions continues (resp. de classes
CP, C*) a valeurs complexes. Pour toute fonction f € C® et tout réel x, on pose

~ +OO .
f(a) = / L (1) d,

—00

lorsque cette quantité a un sens.
Quand elle est définie, La fonction f s’appelle la transformée de FOURIER de f.

I. ETUDE D’UN EXEMPLE
1. Soient = et o deux réels strictement positifs.

(a) Justifier I'intégrabilité de la fonction ¢ — I%W sur l'intervalle |0, o].

(b) Montrer que la fonction ¢t — e%t est intégrable sur l'intervalle [z, 4+o00|.

B_t

+oo
2. Dans la suite, ¢ désigne la fonction définie sur R’ par ¢(z) = / - dt.
x

(a) Montrer que, pour tout réel strictement positif 2, 0 < ¢(z) < .
(b) Justifier que ¢ est dérivable sur R et donner 1’expression de ¢'.
(c) Montrer que, lorsque x tend vers 0", p(x) + Inx tend vers

14—t
Cztp(l)—/ ! ot
0

( on pourra exprimer In x sous forme d’une intégrale.)

(d) Montrer que, pour tout z > 0,

xl_e—t

<p(x)+1nm:C+/
0

et en déduire que
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3. Soit ¢ la fonction définie sur R* par

v(@) = 5 lla)).

(a) Montrer que 1) est intégrable sur les deux intervalles | — oo, 0[ et |0, +o0].

(b) Justifier que, pour tout z € R, ¢(z) a un sens et que
P(x) = / (t) cos(xt) dt.
0

(c) Montrer que 7 est de classe C* sur R et exprimer ses dérivées successives sous forme
d’intégrales.

(d) Montrer que, pour tout réel non nul z, on a

z/p\(x) _1 /+Oo et_t sin(xt) dt,
0

X
et calculer (0).
+oo ot
4. (a) Montrer que la fonction ¢ : = — / e sin(xt) dt est dérivable sur |0, +oo] et calculer
0

®’(x), pour tout = > 0, puis I'exprimer sans utiliser le signe intégrale.

(b) En déduire soigneusement que pour tout réel non nul z,

~ arctanx

P(x) =

xr
IT. QUELQUES PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D’UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d’une fonction intégrable
(a) Soit f une fonction continue par morceaux et intégrable sur R ; montrer que pour tout
réel x, f(x) est bien définie et que la fonction f est bornée.

(b) Sienplus f est continue, montrer que f est aussi continue.

2. Transformations

(a) Montrer que l'application F' : ¢ — ¢, définie sur 1’espace vectoriel des fonctions
complexes continues par morceaux et intégrables sur R, a valeur dans C¥, est linéaire.

Dans la suite de cette question, f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R.

(b) Vérifier que pour tout réel a, les fonctions f, : t — f(t —a)etqf : t — f(at) possedent
des transformées de Fourier et montrer que

VeeR, filz)=e T f(a) et mx):@f(j) (a #0).

(c) Exprimer de méme la transformée de Fourier de I'application ¢ — f(t)e‘ en fonction de
celle de f.

(d) Si f est paire (resp. impaire), donner une expression de sa transformeé de Fourier sous
forme d’une intégrale sur [0, 4o0].
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(e) Que peut-on alors dire de la tarnsformée de Fourier d'une fonction réelle et paire (resp.
impaire).

3. Dérivation

On considere un élément f de C!(R) ; on suppose que f et f’ sont intégrables sur R .

(a) Montrer que f tend vers 0 en Fo0.

(b) Montrer alors que

A~

VzeR, fl(z)=izf(z),
puis en déduire que f tend vers 0 en +oo.

(c) On suppose de plus que I'application g : t ~— tf(t) est intégrable sur R ; montrer que f
est de classe C! sur R et que

VzeR, (f)(z)=—-ij(x).

II1. UNE FORMULE D’INVERSION

A- Un autre exemple
+oo

Dans cette section, h désigne la fonction ¢ — e¢~** ; on admet que / h(t) dt = /7.

—00

1. Vérifier que h est bien définie, dérivable sur R et qu’elle satisfait I'équation différentielle

x
y+5y=0 (1)

2. Résoudre I'équation différentielle (1) et donner ’expression de h.

3. Donner alors 'expression de la transformée de Fourier de la fonction ¢ — e € &> 0.
B- Application a la formule d’inversion

Dans cette section, f désigne une fonction continue, bornée et intégrable sur R telle que f soit
aussi intégrable sur R. Soit (&), une suite de réels strictement positifs tendant vers 0.

1. (a) Soit v € C°(R) une fonction intégrable sur R. En utilisant le théoréme de la convergence
dominée, montrer que

+oo 5 +oo
lim v(y)e Y dy :/ v(y) dy.

—
n—+00 —0o0 — 0o

(b) Montrer de méme que si w € C°(R) est une fonction bornée alors pour tout z € R,
+0o0 9
lim w(r +epy)e™? dy = w(x)/T.

—
n—-4o00 — oo

2. Montrer que, pour toutn € Net toutz € R,

+o0o +oo ) 5 +o0o 5
/ f(t) (/ e~ W(t=2)=Eny dy) dt = 2\/77/ flz+2\e, s)e”® ds.

—00 o0
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3. Soit z un nombre réel.

(a) Justifier que, pour tout couple (p, ¢) d’entiers naturels non nuls et tout ¢ > 0,

P q q P
izy—£y? ft)e ! dt> dy= [ f(t < —iy(t-)=€y* g > dt.
/_pe (/_q (t)e v /_q (t) /_pe Y

(b) Montrer que, pour tout € > 0,

+oo 5 q ) +oo 2 400 )
lim ¢imY—EY < / F(t)e Wt dt> dy = / eleY—EY ( / F(t)e Wt dt> dy.
4=T°J o —q —00 —00

(c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul g et tout e > 0,

q P ) q +oo )
im [ ) ( [ eene dy) at=[" st ( [ e dy) dt.

(d) En déduire que, pour tout e > 0,

—+00 “+oo . 2 +oo . 2 A
/ £(t) ( / ¢~ li—o)—y dy) dt = / VSV fy) dy.

4. Montrer alors que, pour tout x € R,

f(@) = — / " i) dy.

—00

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de MP chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Séries numeériques et vectorielles
Limites et continuité

Equations différentielles linéaires

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/mp

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/04-techniques-calcul-analyse
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/07-limites-continuite
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/05-equations-differentielles-lineaires
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/mp

