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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere MP,
comporte 4 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision
des raisonnements constitueront des éléments importants pour 'appréciation des copies. Il convient en

particulier de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Ce sujet est composé d'un exercice et d'un probleme indépendants a traiter dans I'ordre souhaité.

EXERCICE
Un peu de probabilité
(Noté sur 4 points sur 20)

Pour tout entier naturel n, on définit la fonction g, de la variable réelle x par :

:L.Q
VzeR, gn(z)=2zx"exp (—?) .

1. Soit n € N. Montrer que la fonction g, est intégrable sur 'intervalle [0, +o0|.

+0o0 &
2. Pour tous a > 0 et n € N, on pose I, = / gn(z) dz et I,(a) = f gn (2) dz.
0 0

2.1. Soit n € N. Pour tout a > 0, établir une relation entre les intégrales I,,(a) et I,,12(a) a I'aide
d’une intégration par parties puis en déduire que I, 2 = (n + 1) I,.
2.2. En utilisant la loi normale centrée réduite, justifier que Ip = \/g .
2.3. Calculer la valeur de l'intégrale I} et montrer que, pour tout entier naturel n > 1,
m (2n)!

i o : — 9N .|
Izn = 3 npl et I2n+1 =I"Rl.

g(z) siz>=0,

3. Soit g la fonction définie pour tout réel x par : g (z) = { 0 Gz <0

3.1. Démontrer que g est une densité de probabilité.

3.2. Soit X une variable aléatoire réelle admettant g comme densité de probabilité. Justifier que X
admet une espérance F (X) et une variance V (X) puis préciser leur valeur.

3.3. On désigne par F et G les fonctions de répartitions respectives des variables aléatoires X et
Y = X2, Pour tout réel z, exprimer G (x) & I'aide de F puis en déduire que Y est une variable
a densité. Reconnaitre la loi de Y et donner la valeur de son espérance E (Y) et de sa variance

V(X).

) PROBLEME
Etude d’une équation aux dérivées partielles

Définitions et notations

Pour tout k € N, ¥ (R, C) désigne le C—espace vectoriel des fonctions complexes 27 —périodiques et
de classe k sur R.
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1% Partie
Quelques résultats préliminaires utiles

1.1. Noyau de DIRICHLET
Pour tout (n,#) € N X R, on pose

n

Du(@) =), ™,

k=—n
Pour tout n € N, application D,, : R — C, § — D,,(#) s’appelle noyau de Dirichlet.
1.1.1. Vérifier que, pour tout n € N, 'application D,, est paire et 2r—périodique.

1 m
1.1.2. Vérifier que, pour tout n € N, o Dithdt=1.
T ' B
sin ((2n +1)8/2
= ((‘.”92)/) # € R\ 2nZ,
1.1.3. Montrer que, pour tout (n,0) € N x R, D, (0) = sin(6/2)
2n+1 si @€ 2nZ.

1.2. Quelques propriétés des éléments de %2 (R,C)
1.2.1. Justifier que toute fonction f € %3 (R, C) est bornée sur R.

a-+T ™
1.2.2. Soit g € €% (R, C) et soit a € R. Montrer que / g(t)dt = / g(t)dt.
a—m -
1.3. Lemme de LEBESGUE
Soient a et b des réels tels que a < b, et soit h : [a, ] — C une fonction continue par morceaux ; pour

tout n € N, on pose
b
Julh) = / h(t) sin ((2n + 1)t/2) dt.

1.3.1. Vérifier que si h est une fonction constante, alors la suite (Jn(h)) converge vers 0.

neN

1.3.2. Montrer que si h est en escalier sur [a, b, alors la suite (Jn(h)) converge vers 0.

neN
1.3.3. En utilisant un résultat d’approximation & préciser, montrer que la suite (Jn(h))n N converge
vers ().

28™me Partie
Convergence normale de la série de FOURIER
d’un élément de %x (R,C), k > 2

Si f € €9 (R, C), on pose

1 = ;
en(f) = 5 f@®)e™dt, ncZ

On lui associe la suite (uy,(f)), oy de fonctions définies par :
VeeR, ug(f)(x)=co(f) et un(f)(®)=ca(f)e™ +cn(f)e™™ si neN-.

La série de fonctions Zun( f) s’appelle la série de Fourier de f; les complexes ¢,(f), n € Z,
s’appellent les coefficients ?:inF OURIER de f.
2.1. Quelques propriétés des coefficients de FOURIER

2.1.1. Montrer que pour toute fonction f € €4 (R, C), la famille (C“(f))nez est bornée.

2.1.2. Montrer que, pour tout f € %3 (R, C) et tout n € Z, cu(f') = inca(f).

2.1.3. En déduire que, pour tout f € €2 (R, C) et tout n € Z, c,(f") = —n? cn(f).

2.2. Convergence normale de la série de fonctions Z un(f) pour f € €i (R,C)
nz0
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Soit f € ‘é”QQTr(R, C).
2.2.1. Montrer que la famille (cn( f ))n -~ est sommable.

2.2.2. En déduire que la série de fonctions E un(f) est normalement convergente sur R.
n=0

2.3. Convergence ponctuelle de la série Z un(f) pour f € €,,(R,C) : Théoréme de DIRICHLET
n=0

Soit f € €. (R, C). Pour tout (n,z) € N x R, on pose S,,(f)(z) = Zuk(f )(z).

2.3.1. Vérifier que, pour tout (n,z) € N x R, S, (f)(z) = Z cx(f) e*® = / F(t)Dp(xz — ) dt.

k=—n
1
2.3.2. Montrer que, pour tout (n,z) e Nx R, S,(f)(x)= o f(m —t)Dn(t) dt.
™ —Tm
2.3.3. En déduire que, pour tout (n,z) € N x R,

Su(f)(@) - f(z) = %[ (ra—1) _f(m))sin(::(;;))t/z) N

2.3.4. Soit z € R. On note g, la fonction définie sur le segment [—m, 7] par :

T —3t)— flx
Je-0°J@ g tefrm\ o)
Vte[-mn], g«(t)= sin(t/2)
—2f'(x) gl E=il
Montrer que la fonction g, est continue sur le segment [—m, 7] et que la suite ( Satt )(1:)) converge

vers f(x). Théoréme de DIRICHLET.

2.4. Soit f € €2 (R,C). Justifier que la série de fonctions Z un(f) converge normalement sur R et sa
n=0
somme est égale a la fonction f.

3°me Partie
Application 4 I’étude d’une équation aux dérivées partielles

Soit (a,,)nez une famille de nombres réels telle que la famille (n®a?),,cz soit sommable. On lui associe
la suite ( f”)n - de fonctions définies par :

VeeR, folx)=ap et fuo(x)=ay e +a_,e ™ si neN-.

3.1. Une question de sommabilité

3.1.1. Montrer que la famille (na, ),z est sommable et que

Z”Q‘Uf’n‘ < \@(Z”bag)m(f 5)1/2.

neZ neZ n=1

3.1.2. En déduire que les familles (a,,),cz et (nay),ez sont sommable.
3.2. Construction d’un élément de 47 (R, C)

3.2.1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge normalement sur R.
n=0

Dans la suite, on note f la somme de cette série :  f(z) = Z fa(z), z€R.
n=0
3.2.2. Justifier que la fonction f est 2mr—périodique et continue sur R.
™
3.2.3. Pour tout n € Z, calculer la valeur de I'intégrale flz) e 7 da.
—m

3.2.4. Montrer que la fonction f est de classe C2 sur R.
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Dans la suite du sujet, on se propose de résoudre le probléeme suivant :

II existe une unique application v : R? — C, (x,t) — v(x,t) continue telle que :
(i) pour tout réel t, la fonction x — v(x,t) est 2mr—périodique ;

v 0% /A
(ii) Ies dérivées partielles 2’ 922 et Bt existent, sont continues sur R? et vérifient :
x Ox
v v
Ox? + o 0,

YzeR, u(z,0)=f(z).
3.3. Existence d’une solution du probléeme

On considere la suite (wn)n eN de fonctions définies sur R2 par :
V'n, € Nj V (.T, t) < RQ, @_Un(w? t) —_ fn(ﬂf) e—?;szt.

3.3.1. Vérifier que la série de fonctions E wy, est normalement convergente sur R2.

n=0
On note w la somme de cette série :
+oo +o00
L |
Y (:c,t) & RQ: 'w(_q:,t) — an(x:‘f) = an(iﬂ)f:*m .t-
n=0 n=0

3.3.2. Justifier que w est continue sur R? et que, pour tout réel ¢, la fonction = — w(x,t) est
2w —périodique.

3.3.3. Montrer que la fonction w, définie ci-dessus, posséde en tout point de R? une dérivée partielle
ow

ot

Justifier que cette dérivée partielle est continue sur R?.

premicre par rapport a { et exprimer (z,t), pour (z,t) € R?, sous la forme de la somme d’une série.

3.3.4. Montrer de méme que la fonction w posséde en tout point (z,t) € R2 des dérivées partielles

3 w

O“w . ) "
8—(.[2 t) et ﬁ(m, t) par rapport a x et les exprimer sous la forme de sommes de séries.
T o
Justifier que ces deux dérivées partielles sont continues sur R2.

3.3.5. Montrer alors que la fonction w est bien solution du probléme posé.
3.4. Unicité de la solution du probléeme

1 [r :
Soit v une solution du probléeme; on pose b,(t) = 2—=/ v(z,t) e "™ dz, (n,t)eZxR.
T

=T
On lui associe la suite (vn)n cn de fonctions définies sur R? par :
V(z,t) eR2, wo(z,t) =bo(t) et wvn(z,t) =bn(t)e™ +b_n(t)e ™ si neN*.
3.4.1. Montrer que, pour tout n € Z, la fonction b, est de classe C' sur R et vérifie I'équation
différentielle
Y + in? y = 0.
3.4.2. Soit n € Z. Calculer b,(0) en fonction de a,, et en déduire que

2¢

VteR, b,(t) =ane ™.

3.4.3. Montrer que la série de fonctions E vy, est normalement convergente sur R? et que

nz=0
“+eco “+0oo .

V(z,t) €RY, v(@,t) =) wa(z,t) =Y falx)e ™" = w(z,t).
n=0 n=0

On pourra utiliser la question 2.4. de la deuxiéme partie.

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de MP chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Nombres complexes et trigonométrie
Séries numériques et vectorielles

Equations différentielles linéaires

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/mp

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.
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