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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere PSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. 1l convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le

signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE
Soit ¢ une fonction de classe C2 sur R ; on définit la fonction g sur R* x R par g(z,y) = ¢ (g) .
X
1. (a) Justifier que g est de classe C% sur R* x R.

(b) Calculer les dérivées partielles premieres de g en fonction de ¢'.

. . 0? 0? .
(c) Calculer les dérivées partielles secondes 29 ot 29 en fonction de o ety

ox2 — 0y?
2. Déterminer les solutions sur R de 1’équation différentielle
(1+t2)z" 4+ 2tz’ =1t. (1)
3. On veut déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles g vérifie I'équation aux dérivées partielles

2

. d%g d%g oy
V(l’,y) € R* x R’ 81'2 (xay) + (r_)yg (xmy) - 33'3' (2)

(a) Montrer que si g vérifie (2) alors ¢ vérifie ’équation différentielle (1).
(b) En déduire I'expression de ¢ puis celle de g.

(c) Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus sont effectivement des solutions de (2).

PROBLEME

1% Partie
Calcul de l'intégrale de Gauss

Soit a un réel strictement positif ; on pose

Cla) ={(z,y) €ER?; 0<z<aetO<y<a}l et Aa)={(z,y) eR*; 0<y<z<al.

1. Dessiner les parties C(a) et A(a) de R? sur un méme graphique.

a 2
2. Justifier que // e~ Y’ drdy = (/ et dt) .
C(a) 0

3. (a) Montrer que/ (/ e~ Y’ dy) dr = / (/ e~ Y’ dy) dx.
0 P 0 0
(b) Endéduire que / e~y dxdy = 2/ </ ezt dy> dr =2 // e~ e v dzxdy.
C(a) 0 0 A(a)
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4. (a) En utilisant un changement de variable, montrer que

// eV dady = /4 /COSG re™" dr | de.
A(a) 0 0

a 2 . I a2
(b) En déduire que (/ et dt) =1 —/ e cos26 df.
0 0

I o2
(c) Montrer que 0 < / e o df < —e . Quelle est alors la limite en 4+oo de la fonction
0

IR

T
T — e cos26 d07
0

NG

+oo
5. Montrer que la fonction ¢ — e~** est intégrable sur [0, 400 et que / e dt = 5
0

+oo
6. Montrer que la fonction ¢ — t2e~" est intégrable sur [0, +-0c] et calculer / 2e7" dt.
0

—¢2
est intégrable sur l'intervalle |0, +oo].

7. (a) Montrer de méme que la fonction ¢t — 2

—t2

A too ] —e
(b) Al'aide d'une intégration par partie, montrer que / —a dt = /.
0

2°™e Partie
Approximation polyndmiale uniforme de la valeur absolue sur [—1, 1]

A. Quelques résultats préliminaires

1. (a) Justifier que pour toutréel x > 0,Inz <z — 1.

(b) En déduire que pour tout entier n > 1 ettoutu € [0,n], e™ — (1 — =) > 0.

2. (a) Justifier que pour tout réel z, e* > x + 1.
(b) En déduire que pour tout entier n > 1 et tout réel t € [0,1], (1 —¢)"e™ > (1 —¢2)".
(c) Montrer que pour tout entier n > 1 et tout réel ¢t € [0,1], (1 —#3)" > 1 — nt?

u? —u

(d) Endéduire que pour tout entier n > 1 ettoutu € [0,n], e™ — (1 — 2)" < Le

B. Intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n et tout réel o, on pose

/2 — (e — 1
I, = / cos" tdt ; (a) = ale—1)---(a=n+1) si n>1 et (a) =1.
0 n n! 0

1. (a) Calculer Ij et I; etjustifier que I,, > 0 pour tout n € N.
(b) A l’aide d’une intégration par partie montrer que pour toutn > 2, nl, = (n — 1)I,,_

(c) En déduire que la suite ( nInIn_l)n>1 est constante de valeur /2.

2. (a) Montrer que la suite (I,,),>0 est décroissante.

(b) Déduire de ce qui précede 'encadrement , / nt ) <Ly <y 21, valable pour n > 1
n
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3. (a) En utilisant la question 1.(b) montrer que pour toutn € N, I, =

()

22n 4

(b) Dans la suite on pose A\, =

1
0<1l—vnm < —.
4n

(c) En déduire un équivalent de A, lorsque n tend vers +oo.

n € N*. Montrer que pour tout entier n > 1,

C. Deux suites de polyndmes approchant uniformément la fonction valeur absolue sur [—1, 1]

g 1
Pour tout n€N*, onpose P, = \, ;(—1)’“_1 <Z> T 1X%.
. ‘ I—(1—tH
1. (a) Montrer que pour tout entier n > 1, la fonction t — — est intégrable sur |0, 1].
. T _ (1 _ t2)n
(b) Montrer que pour tout (n,z) € N*x]0,1], P,(z) = Az A E— dt.
o Vi ] — (1 — w22)n
(c) En déduire que pour tout (n,z) € N*x]0,1], P,(x) = /\n\/ﬁ/ 5——— du.
0 u
00 1 _ e—u2m2
2. Soit z un réel non nul ; montrer que / —a du = |x|\/T.
0
3. Soient n un entier > 1 et x €]0, 1] ; on pose
\/ﬁ]__ 1_@71 +Ool— —u2z?
An(x):/ ( TR ) du et A(x):/ 672du.
0 u 0 u

(a) Vérifier que P,(z) —x = ﬁ ()\n\/mrAn(a:) - A(m)) et montrer que

|Po(z) — 2] < ;% ((ﬁ +1)|An(z) — Ad)] + ﬁA(w)).

(b) Montrer que

2

Vn g—ute® (1— uzﬁfc ) ; +oo | _ p—ula? T 1
5 u+ ———du<-—+—.
N u dn  /n

Au(o) - A < |

0 u

<)+ )+

(d) Conclure que la suite (P,)

(c) Montrer alors que sup
~1<t<1

converge uniformément sur le segment [—1, 1] vers la

Pult) = 1]

n>1
fonction |.| : t —— [t| et que || P, — |.[||,o = O (ﬁ) ol

P, —||lloc : = sup
—1<e<1

.

N ket (M) 2k . o . B
. On pose @, = /\n;( 1) (k) T 1X ,  n € N*. En étudiant la suite (Qn Pn>

converge uniformément vers la valeur absolue sur [—1, 1] et que

7
n>1

montrer que la suite (Q")n>

1@n = oo = 0 (F5)-

1

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de PSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Equations différentielles linéaires
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Intégration sur un intervalle quelconque
Dérivabilité et convexité
Nombres réels et suites numériques

Calcul algébrique : sommes, produits, bindbme et systemes linéaires

Espaces vectoriels normés

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/psi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/05-equations-differentielles-lineaires
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/04-techniques-calcul-analyse
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/08-derivabilite-convexite
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/06-nombres-reels-suites
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/03-calcul-algebrique
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/06-espaces-normes
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/psi

