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'énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiére |
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la gqualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des|

raisonnements constitueront des éléments importants pour ['appréciation des copies. Il convient en particuli

de rappeler avec précision les | rétérences | des questions abordées.

xg,..., T, 1) € CP associe le vecteur y =
Y0, - - - , Yp—1 sont définies, pour tout k € {0,...,p — 1}, par

Y = Px(wp k)’

1 partie

Quelques propriétés de ¢,

1.2.1. Préciser, pour tout (3,7) € {0,...,p —

Soit z = (z9,...,2,-1) € CP; on note ®,(x) = (yo,...,yp—1) € CP.

p—1
1.3.2. Montrer que Y |yi|*=p
k=0

4.  Onnote M la matrice de M,(C) dont le coefficient d’indice (i, j) est égal au conjugué
du complexe m; ;, pour tout (i, ) € {0,...,p — 1}%

2

reuve de Mathématiques II 1/4



Concours National Commun — Session 2011 — PSI

1.4.1. Calculer le produit matriciel MM.

1.4.2. En déduire I'expression de l'inverse de la matrice M.
2°me partie

Un peu d’algorithmique

Dans cette partie, n
a = (ag,...,ap—1) € (¥ eton pose

P p
b= (ag,az,...,ap2) €C2 et c=(ay,a3,...,ap1) € Cx2.

On suppose qu’on connait les transformées de Fourier
celle de a ; on pose donc

Dy (b) = (6o, B1,---,Bp 1) et Dr(c) = (Y0,715---,721)-

",

+” celui de la multiplication :

E.= 1;

pour k de 0 a (§5—1) faire:
début
F:=FExvy,;, ap: =0+ F; oz,H%::ﬁk—F;E::wp*E;
fin.

1. Pour k € {0,1,...,5 — 1}, on note Fj, la valeur de la variable I a I'étape k de la boucle
“pour”; préciser les valeurs de Fy, ay, et a; p en fonction de wy, vy et B/

Montrer que cet algorithme permet bien de calculer ®,(a), c’est & dire que

z

calcul de ®9n(a) a l'aide de cette algorithme récursif ; les nombres w, étant supposés connus.

Préciser les valeurs initiales s; et ry et exprimer s, et r, en fonction de s,,_1, 7,1 et n

2. En déduire, en fonction de n, le nombre total des additions et multiplications nécessaires|
au calcul de ®9»(a) puis exprimer ce nombre en fonction de p.

2.3. Coit du calcul de ®,(a) par Ialgorithme de Horner

On a vu que le calcul de @, (a) nécessite celui de P, (w;;‘) pourk € {0,...,p—1},0u P, =

oit A € C; le calcul de P, (A

Pa()\) = ( .. ((ap,l.)\ + ap,g).)\ + (prg) oot (11))\ + ap.

3. Préciser, en fonction de p, le nombre total des additions et multiplications complexes
nécessaires au calcul de P, (\) par l'algorithme de Horner.
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multiplications complexes) que nécessitent chacun d’eux.

Deuxiéeme probleme

1 partie

A tout couple (a, b) de réels, on associe le polynéome P, , = X? — 3a.X + 2b|

Soit (a,b) € R?. En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires, montrer que le|

polynébme P, ;, admet au moins une racines réelle ; on pourra pour cela calculer les limites de I3

fonction z —— P, () en +o0 et en —oo.

1.2, Soit (a,b) € B2\ {(0,0)}.

1.2.1. Si¢ € R est une racine double de P, ;,, montrer que a = ¢* et b = ¢° puis factoriser le|
polyndéme P, ;.

1.2.2.  Montrer que si ' , alors le polyndme P, ;, admet une racine double et la préciser.

Conclure que I'ensemble I' des points (a,b) du plan R® pour lesquels le polyndme P,
>dmet une racine au moins double est T’ — {(#%,¢%); te R}

On suppose que (a,b) € R* \ I' et on note ¢ une racine réelles de P, ; on note z; et z leg

deux autres racines dans C de P, j et on pose A =

1.4.1. Calculer A en fonction de |c¢ — z1]*(c® — 4a) puis en fonction de b* — a° et en déduire]
que ces deux quantités sont de méme signe.

] Montrer que le polynéme F, ;, n’a qu'une seule racines réelle ( égale a c) si, et seulement
si, P> o’ . Que se passe-t-il si b* < a3?

2°m¢ partie

Justifier que y est de classe C*™ sur R et que son support I' admet un axe de symétrie a
préciser.

Montrer que, pour tout ¢ € R*, y(¢) est un point birégulier de la courbe. Préciser la nature|

du point v(0).

Donner I'équation de la tangente D, ;) a la courbe en un point y(t9) avec to € R
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Etudier les variations des fonctions f et g et les branches infinies de la courbe

. Dessiner le support de v ; on placera les point y(—1), y(0) et y(1) ainsi que les tang
la courbe en ces points .

3*™¢ partie

3.1.  On considere un point «(ty) de la courbe avec ty # 0.

ala courbe au point y(y) rencontre I" en un unique autre

: Montrer que la tangente D v(to
pomt v(t1) et préciser ¢; en fonction de .

3.1.2.  On construit ainsi une suite ( y(¢y) y de point de I" par la donnée de

Y(to) € T\ {(0,0)} et {y(tnt1)} = D’y(tn) nr.

Etudier la suite (tn)n>0 et en déduire le comportement de suite ( y(t,) . Quelle est sa limite ?
120

2. Soient t et ¢’ deux réels ; donner une condition nécessaire et suffisante sur les parametres
t et t pour que les deux tangentes D,y et D,y a la courbe y soient perpendiculaires.

—7(—7) W

de I avec P.

3.3.3. Dessiner P sur le méme graphique queI'.

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de PSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Nombres complexes et trigonométrie
Compléments d'algebre linéaire
Calcul algébrique : sommes, produits, bindbme et systemes linéaires
Complexité des algorithmes itératifs et récursifs
Récursivité
Tri par fusion et tri rapide
Limites et continuité

Fonctions vectorielles et arcs paramétrés

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/psi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/02-nombres-complexes
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/02-complements-algebre-lineaire
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/03-calcul-algebrique
https://prepahelp.com/cours/info-spe/01-complexite-iteratifs-recursifs
https://prepahelp.com/cours/info-sup/03-recursivite
https://prepahelp.com/cours/info-spe/02-tri-fusion-tri-rapide
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/07-limites-continuite
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/09-fonctions-vectorielles-arcs
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/psi

