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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiére P SI,
comporte 4 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision
des raisonnements constitueront des éléments importants pour Uappréciation des copies. Il convient en

particulier de rappeler avec précision les des questions abordées.

Si, au cours de l'éprewve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en erpliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé de deux problémes indépendants entre eux.

Probléme 1

Etude d’une fonction définie par une intégrale

1¢re Partie

. T gint
Convergence et calcul de l’intégrale 5 dt
0

1.1. Convergence de I’'intégrale en question
1 —cost & -
— oSt intégrable sur U'intervalle ]0, +ool.

1.1.2. Montrer que, pour tout couple (g,a) de réels tels que 0 < £ < a, on a

“sint 1—cosa 1—cose *1—cost
dt = _— + ——dt.
£ £

1.1.1. Montrer que la fonction ¢

t a € t2

: ; T gt
1.1.3. En déduire que l'intégrale / Tdt est convergente.
0

1.2. Calcul d’une intégrale auxiliaire.

+ ) cos(kt) = 2 Que vaut la
— 2sin 5

sin
1.2.1. Montrer que, pour tout t € R\ 27Z et tout n € N*,

S

1 ™
somme — + cos(kt) sit € 2nZ7?
5 Z s(kt) si T

k=1
o 2ntl o 2ntl
1.2.2. On prolonge la fonction £ — M par continuité en 0. Montrer que f M dt = 3.
2sin 5 2sin 5
0 sit=0;
1.3. On considére la fonction g définie sur le segment [0, 7| par : g(t) = .
g g [0,7] 1 g(t) {qulnﬁ_% §i0 <t <.

2
1.3.1. Montrer que g est de classe C! sur [0,7].

T ™
1.3.2. Montrer que [; g(t) sin 2"2+ltdt = 2'”2“]0 g (t) cos Q"Ttht.

o " . 2n4l
1.3.3. En déduire quc/ﬂ g(t)sin ==tdt — 0.

n—-> 4o

1.4, Calcul de l’intégrale en question

1.4.1. Montrer que/ —2—dt — 3.
0

n—s—+oc

1.4.2. Conclure que / a1
T 2
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2%me Partie
Application a I’étude d’une fonction

2.1. Soit 2 un réel non nul.
1 — cos(zt)
(1+1)2

2.1.2. Montrer que, pour tout réel a > 0,

/ sin(xt) o 1 — cos(zxa) 3 lf 1 — cos(xt) "
0 0

2.1.1. Montrer que la fonction t est intégrable sur I'intervalle [0, +ool.

1+t z(1 +a) & (1+1¢)2
o0 gin(xt
2.1.3. En déduire que l'intégrale / 1;5_ t) dt est convergente et que
0
t 1 [*°°1—cos(zt
f sin(xt) g — _/' COS(:I2 ) dL.
+00 o
. sin(xt
Dans la suite du probléme, on pose f(x) :f % t, x # 0.
0

2.2. Montrer que la fonction [ est impaire.
2.3. Etude de f au voisinage de +o0

2
2.3.1. Montrer que, pour tout z > 0, 0 < f(z) < — et en déduire la limite de f en +o0.
I

1

1 T cos(xt
2.3.2. Vérifier que, pour tout z > 0, f(z) = — — ._] s(zt)
o 0

(1+1¢)2

dt puis montrer qu'au voisinage de
T

+00, on a f(z) = 2 + 0 ().
2.4. Sens de variation de f
+too ] —cosu
———du
(x + u)?
2.4.2. En déduire que f est strictement décroissante sur |0, +oo[ et sur | — oo, 0[.
2.5. Etude de la régularité de f sur |0, +oof

2.4.1. Montrer que, pour tout x > 0, f(z) = f
0

sin(xt)
(1+41¢)3
Justifier la convergence de l'intégrale définissant h et montrer que h est de classe C! sur |0, +o00[ puis
exprimer sa dérivée sous forme intégrale.
2.5.2. Justifier que, pour tout (z,y) €]0,+oo[?, |h(z) — h(y)| < 3|z — yl.
1 2 [+ gin(zt)

2.5.3. Montrer que, pour tout z >0, f(z) = - — —
5 P  f(z) z zJg (1+1)3

“+oc
2.5.1. On note h la fonction définie sur l'intervalle |0, 400 par : h(z) = / dt.
0

dt et en déduire que f est de classe

C! sur l'intervalle |0, +ocl.
2.6. Etude de f a droite en 0
sinu

“+o00
2.6.1. Montrer que, pour tout z > 0, g —f(x)= :c/o wz ) u

2.6.2. Montrer que, pour tout = > 0,

+00  gin;
f 28 du| < 1+In(1+2) — Ina.
0 u($+T£)

2.6.3. En déduire la limite de f en 07 et justifier que, pour tout z > 0, 0 < f(z) < % = sup f(t).
t>0
T _ - = i 400 A1 3
2.6.4. Montrer que, pour tout = > 0, 0 < 27f(£) = fz Suidu +[ ﬂd'u, puis en
% o u(z+u) z u(x + u)

déduire que la fonction x 2 tend vers +oo lorsque x tend vers +o00. On pourra justifier et utiliser
le fait que, pour tout ¢ € [0, 5], ‘Elllt > Qt

f()

2.7. Donner une interprétation graphique du résultat de la question 2.6.4. précédente et dessiner l'allure
de la courbe représentative de f.

2.8. Montrer que la fonction z — f2?(x) est intégrable sur U'intervalle |0, +o0|.
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Probléme 2
Etude d’un probléme de pDIRICHLET

Dans ce probléme, le nombre d est un entier naturel strictement positif. On note |[|.|[1 la norme définie
d

sur R? par ||z||, = Z |z;|, pour tout = (z1, ..., z4) € R Pour tout z € Z4, on définit V() le voisinage
i=1
discret (sous-entendu dans Z9) de x par : V(z) = {y € Z%; ||y — z||y = 1}.
Ce voisinage est I'ensemble des plus proches voisins de z, il est fini de cardinal 2d.
Si A est une partie non vide de Z% on note I(A) I'ensemble des # € A tels que V(z) C A et A le

complémentaire dans A de I(A). On remarquera que pour A = Z% on a I(A) = A et A = 0, et pour A
fini de cardinal < 2d, on a I(A) =) et A = A,
On dit qu'une fonction f: A — R est harmonique sur I(A) si, pour tout = € I(A),

f@) = o > 1w

yeV(x

Toutes les variables aléatoires considérées dans ce probléme sont supposées définies sur un méme espace
probabilisé (§2, A, P) qu'il n'est pas nécessaire d’expliciter.

1% Partie

Fonctions harmoniques sur le graphe Z¢

Dans les trois premiéres questions de cette partie, on prend d = 1.

3.1. Montrer qu'une fonction f :Z — R est harmonique sur Z si, et seulement si, quel que soit I'entier
relatif k£, on a f(k+2)—2f(k+ 1)+ f(k) =0.

3.2. Montrer que 'ensemble des fonctions harmoniques sur Z est un espace vectoriel de dimension 2,
préciser une base de cet espace.

3.3. Montrer que l'ensemble des fonctions f : Z* — R, harmoniques sur I(Z"), est un espace vectoriel
de dimension 4, préciser une base de cet espace. On commencera par déterminer I(Z*).

Dans la suite de cette partie, d est un entier strictement positif quelconque.
3.4. On considére une fonction f: Z¢ — R, positive et harmonique sur Z%.
3.4.1. Montrer que, pour tout k € Z4 et tout £ € V(k), f(£) < 2d f(k).
3.4.2. Montrer que, pour tout k € Z% et tout £ € Z4, f(£) < (2d)I*=*I f(k).
3.4.3. Montrer que si k € Z% et f(k) = 0, alors f est la fonction nulle.

3.4.4. Montrer que si f n'est pas la fonction nulle, alors, pour tout ¢ € Z<,
| In(f(€)) — In(f(k))| < [[£ — kll1 In(2d).

2¢éme Partie

Probléme de piricHLET sur le graphe Z?

Dans cette partie d = 2. La base canonique de R? est notée (e[1],e[2]).

On considére une suite de variables aléatoires (X,,)nen qui sont mutuellement indépendantes et de
méme loi, la loi uniforme sur I'ensemble Dy = {—2,—1,1, 2}

On définit une suite de variables aléatoires (Y}, )nen en posant

Y,+e[l] siX,=1
Y, —e[l] siX,=-1
Y,+e[2 siX,=2
Yo —e[2] siXp=—2

Yo =(0,0), etVn eN, Yy, 1 =
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Noter que chaque Y;, est un couple de variables aléatoires entieres qu'on écrit Y,, = (¥,,.1,Yn2). La
suite Y est appelée une marche aléatoire symétrique sur Z2, issue de (0,0). On modélise ainsi 1'évolution
d’un point mobile sur Z?2, qui & tout instant n choisit au hasard uniforme un des 4 plus proches voisins de
sa position précédente Y,,_q.

Soit v un entier > 2, fixé dans ce qui suit.

4.1. Pour tout a = (a1, as) € Z? vérifiant ||al|; < v on considére 1'événement
Agp : "l existe n € N* tel que |[a+ Y, |1 =v."
4.1.1. Montrer que cet événement est certain, c'est-a-dire de probabilité égale & 1. On pourra commencer
par montrer 'implication suivante :
S1 pour tout n, —v < a1 +Y, 1 < v alors il n’existe pas d’entier j tel que X; = X411 = ... = Xj 9, = L
On définit une variable aléatoire réelle T, en posant, pour tout aléa w € Q,

To(w) = { min{n € N*;

a+Yo|i1=v} siwé€ Agy;

0 siwé¢ Ay
“+oo
4.1.2. Montrer que, pour tout sous-ensemble W de R?, P(Yy, € W) = Z P(Yy, € Wet T, =m).
m=1

Pour tout m € N*, on note K,, la boule discréte de rayon m, K,,, = {z € 72 ||z||: < m}. On utilisera
sans avoir a le prouver les propriétés évidentes I(K,,) = K,_1 et K, = {z € Z?; ||z|, = m}.

4.2. Soit ¢ une fonction de 8K, dans R. On définit une fonction f: K, — R en posant :

= E(‘P(a + YT“‘,,)) sia € Ky_1;
— (19((1) sia € 8K,.

I s’agit dans cette section de prouver que f est harmonique sur I(K,).

4.2.1. Montrer la relation

E(p(a+Yr,)) = Z p(2)P(Ty=neta+Y, =2)

n>2, zedkv

en justifiant l'existence de la somme et de l'espérance.

4.2.2. On suppose ||a|l; < v — 2. Montrer que, pour tout entier n > 2 et tout z € dKv,

1
P(Ta_:n eﬁa—}—Y}L:z) = Z Z P(szn—leﬁb—l—}/n,lzz).
beV (a)

4.2.3. On suppose que ||a|l; € v — 2. Montrer que f(a) = i Z f(b).
beV(a)

v — 1. Montrer que f(a) = i Z f(b).
beV(a)

4.2.4. On suppose que ||al[1

4.2.5. Conclure,

N.B. : On peut montrer (mais ce n'est pas demandé) que f est la seule fonction harmonique sur K,
qui coincide avec p sur K.

FIN DE LEPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de PSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Intégration sur un intervalle quelconque
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Nombres complexes et trigonométrie
Dérivabilité et convexité
Compléments d'algebre linéaire

Nombres réels et suites numériques

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/psi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.
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