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Cette épreuve comporte 4 pages au format A4, en plus de cette page de garde
L'usage de la calculatrice est interdit



Concours National Commun — Session 2016 — Filiere PSI

L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere PSI,
comporte 4 pages. . .
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté
et la précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour lappréciation des
copies. Il convient en particulier de rappeler avec précision les références des questions abordées.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énonce,
il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé de deux problémes indépendants entre eux.

Durée : 4 heures

Probléme 1

Partie I
Convergence des séries par transformation d’Abel

On considére une suite de réels (a,,), une suite de complexes (b,,) et on note pour tout entier naturel

n n
n, Sn = Z ﬂ’k‘bk‘- et Bn = Z bk"
k=0 k=0
1. a) Pour tout entier k£ > 1, déterminer b; en fonction de By et By_;.

n—1

b) Montrer que, pour tout n € N*, S, = 3" (ax — ags1)Bi + a, By, (on remarque que By = by).

2. On suppose que la suite (B,,) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de limite nulle.

a) Démontrer que la série > (an — an+1) converge.
n=>0

b) En déduire que la série Y a,b, converge.
n>0

Partie 11

Applications aux convergences de quelques types de séries

1. Soit (a;,) une suite décroissante de limite nulle. Montrer que la série Y (—1)"a,, converge.
n=0

2. Dans cette question, # est un réel différent de 2kn (k € Z) et a un réel.

no
a) Calculer, pour tout n € N*, kz e,
=1

inf
b) Montrer que, pour tout a <0, la série )~ ©- est divergente.

n=1

¢) Montrer que, pour tout a > 0, les séries 3 %2’—8) et ) % sont convergentes.

n>1 n>1

d) Montrer que, pour tout a > 1, les séries cos(nf) o 3 sin(m0) gont absolument conver-

ne ne
n>1 n>1

gentes.

e) On suppose que 0 < a < 1.

e s 5 2 0s(2nf
i) Vérifier que la série w”fT”) est convergente.
n=1
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sin” (m?)

ii) Montrer que la série . est divergente.

n>1
s 1. sin(nf)
iii) En déduire que > = 5= n’est pas absolument convergente.
n=1

3. Soit (¢,,) une suite de nombres complexes telles que la série Y ¢, est convergente. Montrer que,
n>0

pour tout réel « positif, la série gl - est convergente.
n=

Partie 111

Une autre méthode pour montrer la convergence de quelques types de séries

Dans cette partie, nous considérons une fonction réelle f définie sur RT, continue, positive et décrois-
sante. Pour tout réel strictement positif s, on pose,

orls) = [T ey

1. Montrer que la fonction ¢y est bien définie sur R*", (on rappelle que R** est I'ensemble des
nombres réels strictement positifs).

1—t si0<t<1
Soit g la fonction définie sur R, par g(t) = {U .~ 7, déterminer p,.
sinon

ko

3. Montrer que, pour tout k € N, tout s € R*T et tout ¢ € [k, k+ 1],

~EDsf(k4+1) < /:H e f(t)dt < e f(k)

4. Montrer que, pour tout N € N et tout s € R**,
N N N
| ertrwa < e pm < [ e tred+ 10
0 | Jo

5. En déduire que, pour tout s € R*", la série Y. e ™ f(n) converge.
n=>0

6. Montrer que, pour tout n € Net tout s € R*", [" e f(¢)dt < Z e~ B (k) < [T e f(D)dL.

pe

k=ndt1
7. a) Montrer que, pour tout n € N et tout (s,s’) € R*™ x R*T,
o0
+o00 e—st B—ks 400 E—st
n+1 1+Ets’ dt g & Z_H l+eks’ S T l+ﬂts’ dt
o =11

b) Montrer que, pour tout n € N et tout s € R*+

%(6_(1"1-5—1)3 — ln(l + e—(n-i—l)s)) 2 Z 'IE_‘S;;; e %(e—ns o lIl(l 2 e—ns)).

k=n+1
+oo —k.i
c) Déterminer ET ¥ 4 +eks .
& 0 k=n+1
” . ” . +x —k.‘}
d) Déterminer un équivalent de > 1:?, quand s tend vers 0-+.
k=n+1

8. Soit f une fonction réelle définie sur R*, continue, positive et croissante.
a) Montrer que, pour tout s € R*, fUer e_S%f(e_t)dt converge.

* R 2k —k oo o=t (ot
b) Montrer que, pour tout s € R*, 0 < ) e ¥ 7 f(e™") — fle™dt < f(1).
k=0



Concours National Commun — Session 2016 — Filiere PSI

Probléme 2

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, par la suite, les variables aléatoires considérées sont des variables
aléatoires réelles discretes ou & densité. Si X est une variable aléatoire sur (€, A, P), la fonction

génératrice des moments de X, lorsqu’elle existe, est la fonction numérique de la variable réelle t,

My : t— E(etX), ot E(e!Y) désigne 'espérance de la variable aléatoire e,

Partie 1
Cas particulier : variables aléatoires discrétes finies

Soit X une variable aléatoire discrete prenant un nombre fini de valeurs x4, ..., 2, avec les probabilités
respectives py,...,p,, ou r € N*. Dans cette partie, on définit la fonction ¢y sur R* par,

Vt € R*, px(t) = %ln(MX(t))

1. Déterminer Mz, lorsque Z suit une loi de Bernoulli de parameétre p, p € [0,1].

2. Montrer que My est de classe C* sur R, et que pour tout entier naturel k, M g‘ )(0) = E(X%).
3. a) Montrer que ¢x est bien définie sur R* et prolongeable par continuité en 0. On pose
¢x(0) = E(X) et on note encore ¢x la fonction ainsi prolongée.

b) Démontrer que px est dérivable en 0 et calculer ¢y (0) en fonction de la variance V(X) de

c) i) Montrer que pour tout u <0, e* <14 u+ %uz.
ii) Montrer que si X ne prend que des valeurs négatives ou nulles, alors, pour tout ¢ > 0,
px(t) < E(X) + §E(X?).
d) i) Pour tout entier i tel que 1 <i < r, on note f; la fonction définie sur R, par ¢ s e/
Montrer que la famille (f1,..., f,) est libre.
ii) En déduire que deux variables discrétes finies X et Y ont la méme loi si, et seulement

si, les fonctions px et wy sont égales.

e) Montrer que si X et Y sont des variables discrétes finies indépendantes, alors,

PX+y = Px +@y.
f) En déduire Mx, lorsque X suit une loi binomiale de parameétre s et p, s est un entier naturel

nonnulet 0 <p<1.

j) On dit qu'une variable aléatoire réelle X est symétrique si X et —X ont la méme loi.

Montrer que @ x est impaire si, et seulement si, X est une variable aléatoire réelle symétrique.

4. On considére une suite (Xp),>1 de variables aléatoires discrétes finies mutuellement indépen-
dantes sur (€2, A, P), qui suivent la méme loi que X. On note m l'espérance de X et o son
écart-type que 'on suppose strictement positif.

On pose, pour tout entier naturel non nul, S, =X;+Xo+ ...+ X, et S} = %

a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et tout réel non nul £,

Py (t) = =202 4 oy (2],

T

. . . = _t
b) En déduire que RETQC”OSH (t) = s.



Concours National Commun — Session 2016 — Filiere PSI

Partie 11
Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies

Soit X une variable aléatoire discrete réelle infinie, notons Iy l'ensemble des réels ¢ pour lesquels Mx
existe.

1. a) Montrer que, pour tous réels a, b, ¢ tels que a < b < c et tout réel z, " < e 4 €.
b) En déduire que Ix est un intervalle contenant 0.

2. Soit Y une variable aléatoire discrete réelle qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

Déterminer la fonction génératrice des moments My de Y.

3. On suppose que la fonction Mx est définie sur un intervalle de la forme | — a, a[, (a > 0). Notons
(Tn)nen une énumération des valeurs de X.

Posons, pour tout n € N et tout ¢ €] — a,af, u,(t) = P(X = z,)e™. Soit a > 0 tel que
[—a,a] C] — a,al, et soit p €]a, al.

a) Montrer que, pour tout k € N, tout t €] — a, af et tout n € N,
|u£3k)(t)| < P(X = 23)(|zn|)*e?®] on uP désigne la dérivée k*™¢ de la fonction wup,.

b) Montrer que, pour tout k € N, il existe M. > 0, pour tout ¢t €] — a, af et tout n € N,
[ulf) (8)] < M P(X = @y )erlenl.
c) En déduire que Mx est de classe C* sur | —a, al, et que pour tout k € N, E(X*) = M@(O).

4. En déduire l'espérance et la variance d’'une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de
parametre A > 0.

Partie 111

Cas des variables aléatoires a densité

Si X est une variable aléatoire & densité, on note Iy l'intervalle de R, qui contient 0, pour lequel Mx

existe.

1. Soient X et Y deux variables aléatoires & densité indépendantes, qui admettent respectivement
des fonctions génératrices des moments My et My, montrer que Mx.y = MxMy.

2. Soit X une variable alétoire a densité possédant une fonction génératrice des moments My et
une densité f. On suppose que cette fonction génératrice des moments soit définie sur Ix =la, b],
(a,b) € R?, a < 0 < b, et soit s un réel tel que, 0 < s < min(—a, b).

a) Montrer que, pour tout k € N* et tout t € R, |tF| < %e“"'”.

b) En déduire que, pour tout k € N*, E(|X|*) est finie.

+oo E
¢) Montrer que, pour tout ¢ €] — s, s[, Mx(t) = ¥ E(Xk)%.
k=0 ’

d) En déduire que, pour tout k € N, M (0) = B(x*).

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de PSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Séries numériques et vectorielles
Nombres complexes et trigonométrie

Intégration sur un intervalle quelconque

Ouvrir l'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/psi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.
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https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/psi

