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Concours National Commun – Session 2024 – PSI

L’énoncé de cette épreuve, particulière aux candidats de la filière PSI,
comporte 4 pages.

L’usage de tout matériel électronique , y compris la calculatrice est , interdite.

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté à la rédaction et à la
présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de rappeler
avec précision les références des questions abordées.

Le sujet de cette épreuve est composé d’un exercice et d’un problème indépendants entre eux.

Durée : 4 beures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

On pose I0 =
∫ +∞

0
e−2xdx et pour tout entier naturel non nul n, In =

∫ +∞

0
xne−2xdx.

1. (a) Montrer que I0 est une intégrale convergente et que I0 = 1
2

.

(b) Vérifier que, pour tout entier naturel n , xne−2x = o
(

1
x2

)
quand x tend vers +∞.

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, In est une intégrale convergente.

2. Montrer, en utilisant une intégration par parties, que pour tout entier naturel n et pour tout réel positif A,∫ A

0
xn+1e−2xdx = −An+1

2
e−2A + (n+1)

2

∫ A

0
xne−2xdx

3. Montrer que, pour tout entier naturel n , In+1 = (n+1)
2

In.

4. En déduire que, pour tout entier naturel n , In = n!
2n+1 .

5. Soit X la variable aléatoire de densité la fonction f définie par,

f (x)=
0 si x ≤ 0

4
3

(1+ x)e−2x si x > 0

(a) Déterminer l’espérance E(X ) de la variable aléatoire X .

(b) Déterminer la variance V(X ) de la variable aléatoire X .

Problème.

Pour tout réel strictement positif t , on considère les deux fonctions f t et gt qui sont définies sur R par,

f t(x)= e−t x2
2 et gt(x)=

{
0 si x ≤ 0
tx f t(x) si x > 0 .

On rappelle que
∫ +∞

0
e−

x2
2 dx =

√
π

2
.

Dans toute la suite du problème, on prend t un réel strictement positif
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Partie 1 : Etude d’une variable aléatoire

On rappelle qu’une fonction f de R vers R continue par morceaux est une densité de probabilité si f est positive sur

R, l’ensemble des points de discontinuité de f est une partie finie de R, f est intégrable sur R et
∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1.

1. (a) Montrer que, pour tout entier n tel que n ≥ 0, l’intégrale In =
∫ +∞

0
xn f t(x)dx est convergente.

(b) Montrer que I0 =
√

π

2t
(on pourra faire le changement de variable (u = x

p
t ).

(c) Déterminer I1 en fonction de t.

2. (a) Montrer que, pour tout entier n tel que n ≥ 2 et pour tout réel u ∈ [0,+∞[,∫ u

0
xn f t(x)dx = −un−1

t
f t(u)+ n−1

t

∫ u

0
xn−2 f t(x)dx

(b) En déduire que, pour tout entier n tel que n ≥ 2, In = n−1
t

In−2.

3. (a) Montrer que gt est une densité de probabilité. Dans la suite, on note X t une variable aléatoire définie sur
un espace probabilisé (Ω, A,P) admettant gt , pour densité.

(b) Déterminer Ft la fonction de répartition de la variable aléatoire X t .

(c) Montrer que la variable aléatoire X t admet une espérance E (X t) et déterminer sa valeur.

(d) Montrer que la variable aléatoire X t admet une variance V (X t) et déterminer sa valeur.

(e) Déterminer la valeur de t pour que l’écart type σ (X t) de X t soit egal à 1.

4. Pour tout entier naturel k, on note les deux événements Ak et Bk de la façon suivante :

Ak =
(p

2k < X t ≤
p

2k+1
)

et Bk =
(p

2k+1< X t ≤
p

2k+2
)

(a) Déterminer P (Ak) et P (Bk).

(b) i. Montrer que
∑
n≥0

P (An) est une série convergente et déterminer sa somme.

ii. Montrer que
∑
n≥0

P (Bn) est une série convergente et déterminer sa somme.

iii. Est ce qu’on peut avoir P
(+∞⋃

n=0
An

)
=P

(+∞⋃
n=0

Bn

)
? Justifier votre réponse.

Partie 2 : Calcul d’une intégrale impropre

Pour tout entier n tel que n ≥ 0 et pour tout réel x, on pose Sn(x) =
n∑

k=0

(−tx)k

k!
f t(x). Pour tout entier n tel que n ≥ 0,

on définit le moment d’ordre n de la fonction f t par, mn =
∫ +∞

−∞
xn f t(x)dx, (on rappelle que mn dépend de t).

1. Déterminer pour tout entier k tel que k ≥ 0,m2k et m2k+1.

2. Montrer que, pour tous réels a, b et c tel que a > 0 ,
∫ +∞

−∞
e−(ax2+bx+c)dx est une intégrale convergente et que∫ +∞

−∞
e−(ax2+bx+c)dx =

√
π

a
e
∆
4a où ∆= b2 −4ac

3. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞
e−tx f t(x)dx est convergente et déterminer sa valeur.

4. Déterminer, pour tout réel x, lim
n→+∞Sn(x).

5. Montrer que
∫ +∞

−∞
e−tx f t(x)dx =

+∞∑
k=0

(−1)kmk
tk

k!
.
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6. En déduire la valeur de
+∞∑
k=0

m2k
t2k

(2k)!
.

7. Montrer que l’intégrale
∫ 1

0

1p
t
e

t
2 dt est convergente.

8. Montrer que
∫ 1

0

1p
t
e

t
2 dt =

+∞∑
k=0

1
k!(2k+1)2k−1 .

Partie 3 : Produit de convolution et une transformé

Dans la suite du problème, on note E l’ensemble des fonctions h continues sur, R à valeurs réelles, telles qu’il existe
un réel positif M et un réel strictement positif λ vérifiant ∀x ∈R, |h(x)| ≤ M f t(λx).

On admet le résultat suivant : si φ une fonction continue de R2 dans R telle qu’il existe deux applications φ1
et φ2 continues sur R et intégrables sur R, vérifiant ∀(x, y) ∈ R2, |φ(x, y)| ≤ φ1(x)φ2(y), alors les deux expressions∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
φ(x, y)dx

)
d y et

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
φ(x, y)d y

)
dx sont bien définies et elles sont égales.

On rappelle que l’ensemble des fonctions continues sur R à valeurs réelles, noté C (R,R), muni des deux lois" +" et "."
usuelles est un R-espace vectoriel.

1. Montrer que (E,+, .) est un R-espace vectoriel et que la fonction f t est un élément de E.

2. Soient ϕ et ψ deux éléments de E. On note ϕ∗ψ l’application définie, pour tout réel x, pour lequel l’intégrale

existe, par (ϕ∗ψ)(x)=
∫ +∞

−∞
ϕ(u)ψ(x−u)du.

(a) Montrer que ϕ∗ψ est définie sur R.

(b) Montrer que ϕ∗ψ=ψ∗ϕ.

(c) Déterminer f t ∗ f t.

(d) Montrer que ϕ∗ψ est un élément de E.

3. Soit ϕ un élément de E. On définit la fonction ϕ̂ par ϕ̂(x)=
∫ +∞

−∞
e−xuϕ(u)du.

(a) Montrer que ϕ̂ est bien définie sur R.

(b) Montrer que ϕ̂ est de classe C 1 sur R et déterminer, ϕ̂′(x) à l’aide d’une intégrale.

(c) Montrer que ϕ̂ est de classe C 2 sur R et déterminer, ϕ̂′′(x), à l’aide d’une intégrale.

4. Soient ϕ et ψ deux éléments de E.

(a) Montrer qu’il existe un réel strictement positif α tel que, pour tout couple (x,u) de R2,

u2 + (x−u)2 ≥α(
u2 + x2)

(b) Montrer que
∫ +∞

−∞
(ϕ∗ψ)(x)dx =

∫ +∞

−∞
ψ(x)dx.

∫ +∞

−∞
ψ(x)dx.

(c) Montrer que, pour tout réel ω, (�ϕ∗ψ)(ω)= ϕ̂(ω).ψ̂(ω).

Partie 4 : Une suite de fonctions construite à partir du produit de
convolution

On note E1 l’ensemble des fonctions ψ de E telles que
∫ +∞

−∞
ψ(x)dx = 1. Pour toute fonction φ de E1, on considère la

suite
(
φn

)
n≥1 définie par φ1 =φ et pour tout entier n ≥ 2, φn =φn−1 ∗φ1

1. Montrer que, pour tout entier n ≥ 1,φn est un élément de E1.

2. Déterminer, pour tout entier n ≥ 1 et pour tout réel x, φ̂n(x) en fonction de φ̂(x) et de n.
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3. Dans cette question, on prend φ=
(√

t
2π

)
f t, ou f t est la fonction définie au début du problème.

(a) Montrer que, pour tout entier n ≥ 1, il existe un réel Cn(t), à déterminer, tel que

∀x ∈R; φn(x)= Cn(t)e−t x2
2n .

(b) Montrer qu’il existe une constante réelle ν strictement positive, tel que pour tout entier n ≥ 1 et pour tout

réel u, φ̂n

(
u
√

t
n

)
= eνu2

.

4. Soit φ un élément quelconque de E1. On pose pour tout entier naturel non nul n

Mn,1 =
∫ +∞

−∞
uφn(u)du, Mn,2 =

∫ +∞

−∞
u2φn(u)du et Vn = Mn,2 −M2

n,1

(a) Montrer que la fonction φ̂n admet un développement limité à l’ordre 2 en 0 dont on précisera les coeffi-
cients à l’aide de Mn,1 et de Mn,2.

(b) En déduire que Mn,1 = nM1,1 et Vn = nV1.

5. On suppose de plus dans cette question que la fonction φ vérifie M1,1 = 0. Déterminer lim
n→+∞ φ̂n

(
u
√

t
n

)
.

- FIN DE L’ÉPREUVE -
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Travailler les chapitres de ce sujet
Prepa Help suit le programme de PSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pièges, exercices et problèmes corrigés pas à pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
accès aux chapitres offerts de ta filière, sans carte bancaire.

Chapitres liés à ce sujet
Intégration sur un intervalle quelconque
Séries numériques et vectorielles

Ouvrir l'essai gratuit
Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filière :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/psi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.

https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/psi

