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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiére TSI,
comporte 4 pages.
L’usage de la calculatrice est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la
précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour l'appréciation des copies.
1l convient en particulier de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui luz semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie el poursuil sa composition en expliquant les raisons des initialives qu’il est
amené a prendre.

Exemple d’utilisation des matrices et déterminants de Vandermonde

Le sujel comporte quatre parties; les trois derniéres constituent des applications de résullats
établis dans la premiére partie, et sont indépendantes entre elles.

Notations et rappels

Dans ce sujet, K désigne le corps R des nombres réels ou le corps C des nombres complexes.

Pour tout couple (n,p) d’entiers naturels non nuls, on note M,, ,(K) le K-espace vectoriel des
matrices a coefficients dans K, a n lignes et p colonnes; M,, ,,(K) est noté simplement M,,(K),
c’est la K-algébre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K ; on note aussi I, (resp. 0,,)
la matrice identité (resp. la matrice nulle) de M, (K).

Si (n,p) € N* x N* et A € M,, ,(K), on note ‘A la matrice transposée de A et rg(A) son rang;
si de plus n = p, la trace de A est notée Tr(A) et son déterminant est noté det(A) ou |A|.

Le polynoéme caractéristique d’une matrice A € M,,(K) est noté x 4 ; on rappelle que, pour tout
AekK,

xA(A) =det(A—A,) =|A— A,

Pour tout entier n = 2 et tout n-uplet (x;, z9, ..., z,) € K", on note V, (1, z2, ..., x,,) la matrice,
dite de Vandermonde, définie par

Iy ) Hiikzie Tn
V;L(-’L'l,iﬂm "'amn) =
~n=1  _n-1 =1
Ty Ta Iy

On note |V, (21, z2, ..., 25 )| le déterminant de la matrice V,,(z1, 9, ..., ,) ; on appelle le déter-
minant de Vandermonde du n-uplet (1,9, ..., T5).

1%re Partie

Expression d’un déterminant de Vandermonde
On désigne par x1, o, ..., T, des éléments de K oil n est un entier = 2.
1.1. Si les scalaires z1, 23, ..., T, ne sont pas distinets, justifier que |V, (z1, z2, ..., 2,)| = 0.

1.2. Calculer [Va(z1, z2)|-
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Dans la suite de cette partie, on suppose que n = 3 et que les scalaires x1, x2, ..., , sont deux
4 deux distincts.

1.3. On note F la fonction définie sur K par

F(-’L) = |Vn($1::€23 Coe mﬂ_l’m”'

1.3.1. Montrer que la fonction F est polynomiale de degré < n — 1; préciser le coefficient de
son terme de plus haut degré.
On pourra développer le déterminant en question par rapport & une colonne bien choisie.

1.3.2. En utilisant les propriétés des déterminants, montrer que les scalaires @y, xo,...,Tn_1
sont des racines de F.

1.3.3. En déduire que

n—1
|‘41($1>m2! “‘73:7171133” = |Vn71($13m2! “'amnfl” H(:L - I:k)'
k=1
1.4. Montrer alors que |V, (x1,z2,...,x,)| = H (5 — &)
1<i<jsn

1.5. Justifier que la matrice V,(z1, 22, ..., x,) est inversible.

1.6. Une application : Soient a, b et ¢ trois réels deux a deux distincts. Montrer, en utilisant
I'expression d’un déterminant de Vandermonde que

1 1 1
a b c 1
az B2 2 2 lT (a —b)%(a — ¢)*(c - b).

9
at ¥ A 3a?

2¢me Partie

Une premiére application

Soit n un entier > 2; on considére une matrice A € M,(C), et on désigne par Aj, Ag, ..., A, les
valeurs propres de la matrice A comptées avec leur ordre de multiplicité.
On pose M = (m; j)1<i j<n avec m; j = Tr(A™I72) pour tout (i,7) € {1,2,...,n}2

2.1. Vérifier que la matrice M est symétrique.
2.2. Justifier que la matrice A est trigonalisable dans M,,(C).

2.3. Montrer que, pour tout couple (¢,7) de {1,2,...,n},

n

R i—1y7—1
m;j = E Ay A -
k=1

2.4. En déduire que M =V W, ot V = V,,(A1, A2, ..., Ap).
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2.5. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les scalaires Ay, As, ..., A;, pour que la matrice
M soit inversible.

2.6. On suppose dans la suite que la matrice A est réelle et que les scalaires A1, Ao, ..., A, sont des
nombres réels.
2.6.1. Montrer que M est diagonalisable dans M,,(R) et que ses valeurs propres sont positives.

2.6.2. Donner une condition nécessaire et suflisante sur les scalaires A1, Ao, ..., A,, pour que la
matrice M soit définie positive.

3éme Partie

Application a la diagonalisation d’une matrice de Frobenius

Soit A € M,,(K) une matrice de la forme

t § = D

A= : : i 0
o o -- 0 1
apg aip -+ Gp—2 d4p—1

A est appelée la matrice de Frobenius ou la matrice compagnon du polynome

n—1
P=X"-) aX*.
k=0
3.1. Montrer que le rang de A est supérieur ou égal a n — 1 et que rg(A) = n si, et seulement si,
ag # 0.

3.2. Calculer le polynéme caractéristique y4 de A et exprimer en fonction de P. On pourra
développer le déterminant |A — AL,|, pour A € K, par rapport a la derniére ligne.

3.3. On suppose que A € K est une valeur propre de A. Déterminer le sous-espace propre de A
associé a A. Quelle est sa dimension ?

3.4. Montrer alors que la matrice A est diagonalisable dans M,,(K) si, et seulement si, le polynéme
P est scindé sur K et a ses racines simples.

3.5. On suppose que le polynéme P est scindé sur K et admet n racines distinctes A\j, Ao, ..., Ay
Sans calculer 'inverse de V,,(A1, Ag, ..., A, ), montrer que la matrice

(‘/'J'J,(Al} )\25 ceny )"n))_lAV;L(Al} )‘21 ceey An)

est diagonale et la préciser.

0 1 0
3.6. Application : On considére la matrice B= {0 0 1
6 11 6

3.6.1. Déterminer les entiers naturels qui sont des racines de yp.

3.6.2. Diagonaliser la matrice B dans M3(IR) en précisant la matrice de passage et son inverse.
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4¢éme Partie

Application aux matrices nilpotentes

Soit n un entier > 2; on considére deux matrices A et B de M,,(K) et on suppose qu'il existe
des scalaires Ay, Aa, ..., Ay, deux & deux distincts, tels que les matrices

A+MB,A+ XB,...,A+ 1B
soient toutes nilpotentes.
4.1. Montrer que si M € M, (K) est une matrice nilpotente alors M™ = 0,,.

4.2. Montrer que, pour tout entier naturel p > 2, la matrice (A+ AB)P peut s’écrire sous la forme

(A+ABYP = AP £ AC1 4 o+ NP 1G4 NPBP,

ou les matrices Cy, ..., Cp_1, éléments de M,,(K), sont indépendantes de A € K. On pourra faire un
raisonnement par récurrence.

4.3. On note donc Dy, ..., D,,_; des matrices de M,,(K) telles que, pour tout A € C,

(A4 X8> = A" ADv o FA T Dpi X5

Considérons un couple (7, j) d’éléments de {1, ..., n} et notons xqg (resp. x1. ..., n_1. T, ) I'élément
p v J y ey 0 P-ri,...;Tpn—1,.Tn
de la matrice A™ (resp. D1, ..., D, 1, B) se trouvant a la i-iéme ligne et la j-iéme colonne.

4.3.1. Justifier que, pour tout A € {A1, A2, ...y A1 },
g+ Az1 + o + A 1201 + X%, = 0.

4.3.2. Préciser la matrice du systéme ainsi obtenu a la question précédente, et dont les incon-
nues sont Iy, Ty, ..., Tp.

4.4. Montrer alors que les matrices A et B sont nilpotentes.

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de TSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Déterminants
Calcul algébrique : sommes, produits, binOme et systéemes linéaires

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/tsi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.
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