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Ce que traite le sujet

Exercice

Probléme 1, partie 1 : une variable aléatoire a densité
Probleme 1, partie 2 : calcul de deux intégrales

Probléme 2, partie 1 : développement asymptotique de H_n
Probleme 2, partie 2 : calcul d'une intégrale

Probléme 2, partie 3 : loi de Gumbel

Sujet reproduit sans retouche a partir de la page suivante.

Sur cette copie, I'énoncé de la question 1 de la partie 2 du probléme 2 est tres pale ; la formule a
démontrer reste lisible.

Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/cnc/tsi/2021/maths1

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de I'organisateur du concours.
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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candiqats de la filiére TSI,
comporte 4 pages.

L'usage de tout matériel électronique, y compris la cajculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté
et la préciston des raisonnements constitueront des €léments importants pour l’appréciation des
copes. Il convient en purtivulier de rappeler avec précision les références des questions abordées.

S, au cours de |'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il le signale sur sq copie et poursuit sa composition en ezpliquant les raisons des initiatives qu’il
est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé d’un exercice et de deux problémes indépendants
entre eux.

Durée : 4 heures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

+oo oo -
On pose Iy = / e~%dz et pour tout entier naturel non nul n, I,, = / z"e *dr.
0 0

1. a) Montrer que Ip est une intégrale convergente et que Ip = 1.
: 1
b) Justifier que pour tout entier naturel n, z"e™* = o (F) quand z tend vers +oo.
c) En déduire que pour tout entier naturel n, I, est une intégrale convergente.

2. En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout réel positif A,

A A
/ g"Hle%dg = —A"le™4 4 (n+ 1)/ z"e Tdzx
0 0

3. Montrer que pour tout entier naturel n, Iny1 = (n + 1)I,.

4. En déduire que pour tout entier naturel n, I, =nl.

Probléme 1

] 0 siz <0
idére la fonctio éfini =
On considére la n f définie sur R par f(z) 2 siz>0°
On rappelle qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre A, (A > 0) si elle admet
0 siz<0

pour densité la fonction 6 définie par §(z) = { AN siz>0

+00
On admet que / e dp = _‘gj
0

_Partie 1

Une variable aléatoire a densité
+o0

: +o0
1. Montrer que ! (z)dz est une intégrale convergente et que / f(z)dz =
0

of%

> 4 T
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2. Soit G la fonction définie sur R par G(z) = 1z P sz

Montrer que la fonction @ est une fonction de répartition d'une variable aléatoire dont on déter-
minera une densité g.

3. Soit X une variable aléatoire admettant g pour densité. On pose Y = X2,

- ™
a) Montrer qQue X admet une espérance E(X) et que E(X) = \/?-

b) Déterminer, pour tout réel z, la probabilité P(Y < z)-
(On distinguera les cas z < 0 et = > 0).

c) Montrer que la variable aléatoire Y suit une loi exponentielle dont on précisera le paramétre-
d) Déterminer 'espérance E(Y) de la variable aléatoire Y-

e) En déduire que la variable aléatoire X admet une variance V(X ) que I'on déterminera.

Partie 2
Calcul de deux intégrales

1. Montrer pour tout réel z, la convergence des deux intégrales suivantes :
oo 2 +oo . 12
/ cos(2zt)e V' dt et / 2t sin(2zt)e ™" dt
0 0

Soient ¢ et 9 deux fonctions réelles définies sur R par,

+co

p(z) = /0 0 cos(2zt)e~Pdt et P(z) = /0 2t sin(2zt)e " dt

)I mm

2. a) Montrer que pour tous réels a et &, on a l'inégalité | cos(a + €) — cos(a) + esina| <

V.o

S

b) Montrer que pour tous réels z et k, |p(z + k) — () + hp(z)| <

\

3. a) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout réel , ¥(z) = 2z¢{<".

VT
2

)
c) En déduire que  est dérivable sur R et déterminer sa fonction dérivée ¢'.
)

a
2

b) En déduire que pour tout réel z, p(z) = e et P(z) = g /Te "

Probléme 2

. ) 1
Pour tout entier naturel non nul r, on pose Hn = ) | g o EEnsEE:
k=1
_Partie 1
Développement asymptotique de la suite (H")nzl
1
1. a) Montrer que (u, — Un+1) ~ 2n2°
b) En déduire que Z(Un — un+1) est une série convergente.

n>1
c) Justifier que la suite (un)n>1 converge. On note <y sa limite,

e
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n
d) Montrer que pour tout entier n tel que n > 2, Z
' k=2

>
Il
fut
& =

e) En déduire que 0 < < 1.

2. On pose pour tout entier naturel non nul 7, Un = Un — 7

+o00 1 n
a) Vérifier que v =1 +Z (E —In (n — 1))
n=2
sdui +o00 k 1
b) En déduire que v, = Z (ln (70_—_1_) - .E)

k=n+1

1

1
Conclure que H,, = = =),
g Gongtine g tn(n) + 7+ 2n+o(n)

. 1
3. On pose pour tout entier naturel non nul n, wp = tn =7 = 5
a) Donner un équivalent simple de wn4+1 — Wn.
1 1 2 &4 i
b) Vérifier que — — ———— ~ —. pui E_N__
) € q 72 (n+ 1)2 o5 puis que R

k=n

. 1 1 1
c¢) Conclure que H, =In(n) + v+ 5~ Tor2 +o0 (?)

Partie 2
Calcul d’une intégrale

+oo
On se propose de calculer l'intégrale / (—lnu)e™“du.
0

On pose pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel &,

n u k
Ing = /0 In(u) (1 - H) du et In=1I,,

a

b . PO S . e L~ .
~v o mvaabatl QUU pude o Lastavan don e m

fog =T pen /0 " (Tn—l) (uln(u)) (1 - %)H du

2. En déduire que pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel ,

- b} [ N
S DININ e N

k+1 n
L=l 1— ————

3. On pose pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel &, Jn,k = (k+DInk.

a) Déterminer pour tous entiers naturels non nuls n et k, une relation entre Jn x et T k-1

b) En déduire pour tout entier naturel non nul n, I, en fonction de 7 et Un.

n u\”" +oo .
4. En admettant que lim / (- Inu) (1 - —-) du = [ (— lnu)e~"du, en déduire la valeur de
n—-+00 Jo n 0

+00
[ e

= V
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Partie 3
Application a la loi de Gumbyg

Soit g la fonction définje sur R par g(t) = exp(—t — e™").

+oo
1. a) Montre que Pintégrale / g(t)dt converge et donner g5 valeur, (on pourra utiliser la
-00
fonction ¢t - exp(—e"t)).

b) Justifier que g est une densité d'une variable aléatoire qu'on notera X. La loi suivie par X
est appelée loi de Gumbel.

¢) Déterminer Fy la fonction de répartition de X.

“+00
2. a) Montrer la convergence de l'intégrale / texp(—t —e~)dt.

-=00

b) A l'aide du changement de variable u = e~*, déterminer la valeur de E(X).

3. Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On considére les variables aléatoires X1, Xo,..., Xp
indépendantes et identiquement distribuées de loi exponentielle de paramétre 1. On rappelle
qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre A, (A > 0) si elle admet pour

0 siz <0

AT sizg>0°

On pose My, = max(X1,X2,...,Xn), Gn = My — In(n). On note Fir, la fonction de répartition

de la variable aléatoire My, et Fg, celle de la variable aléatoire Gp,.

densité la fonction § définie par 6(z) =

a) Déterminer Fy, la fonction de répartition de Xj.
b) Déterminer la fonction Fjy,,.

c) En déduire la fonction Fg,.

4. Montrer que la suite (M, — Inn),>2 converge en loi vers X.

FIN DE L’EPREUVE

. = rr il
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de TSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Nombres réels et suites numériques
Intégration sur un intervalle quelconque

Séries numériques et vectorielles

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/tsi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/04-techniques-calcul-analyse
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/06-nombres-reels-suites
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/tsi

