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Page de garde



Concours Natjonal Commun - Session 2021 - Filiére THI

3 - . ] #a 2 T
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L’usage de tout matériel élect, onque, y compris ls calenlatrice, est interdit
Les candidats sont informés que la qualite de

et la précision des raisonnements constilueronl des

s Cléments inmportunts pour Uapprécvtion des
copies. Il convient en particulier de rappeler avec précision les références des questions whyrdées,

la réduction et de Iy présentation, ba clurtd

Q . y i . N 5 . .
Si, auw cours de [ epreuve, un candzdat repere ce e lui aemble Elre yne Erreiy d’érym.r/;’__

il le signale sur sa copie et poursuil sa composilion en expliquant les ruisons des initiatives gyl
est amené a prendre.

Le sujet de cette éprenve est composé d'un exercice et de
entre eux.

denx problémes indépendznts

Durée : 4 heures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

On désigne par M3(R) l'espace vectoriel des matrices carrées réelles d'ordre 3.
On considére dans M3(R) les matrices suivanies -

ool 111 1 -1 0 2 00)
A= 0 1 P=lo111@=100 1 |.D=|0 g
0o o0 12 010 0 1 -1 0 01
100
et I3 = 010
001

1. a) Vérifier que PQ = I5.

b) En déduire que P est une matrice inversible et calculer sa matrice inverse P—1.
c) Vérifier que AP = PD.
)

d) En déduire que A est une matrice diagonalisable.

2. On consideére les vecteurs suivants :

1 1 1
u= s v=| 1 Jetw=] 1
0 1 0

Montrer que u, v et w sont des vecteurs propres de la matrice A dont on précisera pour charun
sa valeur propre associée.
3. a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, A" = PD"P-1,
b) Déterminer, pour tout entier naturel n, D™ en fonction de n.

c) En déduire pour tout entier naturel n, I'expression de A™ en fonction de n, sous forme d’un
tableau.
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. Qn
4. On pose pour tout entier naturel n, Un= | by |. 00 (@n)as0, (Ba)aso €t (ca)nzo sont des
Cn
) 1
suites réelles.  On définit la suite (Un)n>o par Ug = | =1 | et pour tout entier naturel n,
1

Un-{-l = J‘lUﬂ~

a) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, = A"Up.

b) Déterminer, pour tout entier naturel n, a, . b, et ¢, en fonction de n. (On utilisera
I'expression de A™ obtenue dans la question 3. ¢)).

¢) Déterminer les himites des suites (ay)n , (by)n €t (€0)n

Probléme 1

On note M3(R) 'espace vectoriel des matrices carrées réelles d'ordre 3. Soit E un R-espace vectoriel et
B = (ey,¢9,e3) une base de £ Pour tout réel a, on considére 'endomorphisme f, de I'espace vectoriel
I dont la matrice dans la base B est donnée par,

l4a- 2 -o
M, = -} ~a+2 3
0 0 1
On rappelle que le polynéme caractéristique de ln matrnice de A, est donné par xay, = det(X 13— M),
I3 est ln matrice unité de My(R).
Calcul des puissances de la matrice A,

1. a) Vérifier que le polynéme caractéristique de M, est xar, = (X — 1)(X —a+ 1)(X —a).
b) En déduire le déterminant de M.

¢) Déterminer pour quelles valeurs de a la matrice M, est inversible.

2. a) Déterminer les valeurs propres de f,.
b) Déterminer suivant les valeurs de a, la multiplicité de chaque valeur propre de f,.
6; = 2e;1 + €3
3. Posons B’ = (e}, €5, €4) la famille de vecteurs de E définie par { €, =¢€; — €2
e = —2e; +e3

a) Veérifier que B’ est une base de E.

b) Vérifier que €}, €} et €} sont des vecteurs propres de f,.

¢) Prouver que la matrice M, est diagonalisable.

d) Déterminer la matrice P de passage de la base B 4 la base B’.
¢) Donner une matrice diagonale D, vérifiant M, = PD,P~!.

f) Dans le cas ol M, est inversible, déterminer 1'expression de M ! sous la forme d’un tableau.
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Partie 2
Commutant de la matrice M,

Pour toute matrice 4 de M3(R), on note C(A) = {IV € M3(R) | AN = NA} le commutant de A
1. Montrer que C(A) est un sous espace vectoriel de M3(R).
2. Montrer que si NV € C(A) et N inversible, alors N~! € C(A).
3. Soit N une matrice de Mj3(R).

a) Montrer que N € C(M,) si, et seulement si, P-INP e C(Da).

b) En déduire que les sous espaces vectoriels C(Mg) et C(1),) ont méme dimension.
4. On suppose que a € {1,2}.

a) Déterminer C(D,).

b) En déduire C(M,) et préciser sa dimension.

5. Déterminer C(D;), C(D2) et préciser les dimensions de C(Af) et C (Ma).

Probléme 2

Pour n un entier supérieur ou égal a 2, on désigne par M, (R) la R-algebre des matrices carrées reelles
de taille n, et par GL,(R) le groupe des matrices inversibles de M,(R). On note I, la matrice unité

de M, (R) et Oy la matrice nulle de M, (R).
Sity.ta...., ¢, sont des réels. on note diag(ty,t2,.... tn) la matrice diagonale de Mu(R) qui admet

pour coefficients diagonaux les réels ;. a..... t,. dans cet ordre.
Pour A une matrice de My (). une matrice R de Mn(R) est dite une racine carrée de Asi R?= A

On note Rn(A) U'ensemble des racines carrées de A. c'est-a-dire,

Rn(A) = {R € My(R) / R* = A}
L'objectif du probléme est de déterminer les racines carrées d’une matrice réelle dans des cas partic-
uliers.

Partie 1
Cas oii A est une matrice possédant n valeurs propres distinctes

Soit n un entier supérieur ou égal 4 2. On considére A une matrice de M,(R) possédant n valeurs
propres réelles distinctes Ay, A2. .- An telles que A; < A2 < ... < An. Onpose D = diag(A1, Aa, ... +An)

la matrice diagonale de Mu(RB).
1. a) Justifier I'existence d'une matrice P inversible de M, (R) telle que 4 = PDPY.
b) Montrer que R est une racine carrée de A si, et seulement si, la matrice P~'RP est une

racine carrée de D.
9 Spit /A une racine carrée de la matrice D.

a) Montrer que AD = DA.

b} En déduire que /A est une matrice diagonale.

¢) Sion pose A = diag(d1,d2, - - ., dn), déterminer pour tout entier i, 1 < i < n, 67 en fonction
de A;. :
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3. Déterminer R,/
3. erminer R,,(4) ds a8 i
() dans le cas ou A admet an moins une valeur propre strictement négative.
4‘ ” - g - .
On suppose que les valeurs propres de A sont toutes positives ou nulles.

a) Déterminer les racines carrées de la matrice D.
b) En déduire les racines carrées de A en fonction de la matrice P et Ao A2, ... Ane

¢) Déterminer le nombre des racines carrées de la matrice A.

1 00
0 2 1 |. Déterminer Rs(-).

oo 3

5. Soit A =

Partie 2
Cas ol A est la matrice nulle
Soit R une matrice de My (R) telle que R? = O,,. et soit f l'endomorphisme de R" canoniquement
associée a R. On note r la rang de I

1. a) Montrer que Im f C ker f.

b) En déduire que I < -?

2. On suppose que [ est non nulle.

a) Justifier que 0 <7 < 1.
e-) une base de Im f.

existence d'une base de ker f de la forme (e1,---»
r}, il existe u; élément de R" telle que &; = f(ui)-

Justifier I’ €r, Ertls -~ - s En—r)-

¢) Justifier que pour tout i de {1,..-.
....uy) est une base de R™.

d) Montrer que la famille B = (€1.---:

¢) Déterminer la matrice de f dans la base B.

3. En déduire les racines carrées dans My(R) de la matrice nulle.

FIN DE L'EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de TSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Compléments d'algébre linéaire

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/tsi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.
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