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Mathématiques |

Durée : 4 heures

Ce que traite le sujet

Exercice 1 : suites récurrentes et application
Exercice 2 : série de Fourier de cosh(ox)
Probléme, partie 1 : résultats préliminaires
Probléme, partie 2 : équation homogene
Probleme, partie 3 : équation complete

Sujet reproduit sans retouche a partir de la page suivante.

Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/cnc/tsi/2022/maths1

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de I'organisateur du concours.


https://prepahelp.com/annales/cnc/tsi/2022/maths1
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L’énonck de cette bprenve, partienlibtre aux eandidats de la filibre TSI
comporte 3 pages, )
L'usage de tout matériel électronique, y compris In calenlatrics, est interdit

Les candidats sont informés que Lo qualité de la rédaction o de Iy présentatbon, la clarté of Iy, précision

des ratsonmements constitueront des Aéments timportants pour Vappréchatbon des cophes, Il convbent en
particulier de rappeler avee précision les I rleflrrmlml den questhons abordées, ’

i, an cours de 'éprenve, un candidat repire ce gquf Iuf semble re une orrenr d'bnoncs, il le signale
sur sa cople et poursuit sa composition en expliquant les rafsons des initistives gw'il est smené b prendre,

Ce sujet est composé de deur exercices et d'un probleme indépendants  traiter dans Vordre souhaité,

Exercice 1
Etude de suites récurrentes et application
(Noté sur 4 points sur 20)

Dans cet exercice, on considire les suites réelles (uy)pen e (V) pen défindes por la donnée du couple
(ug9,1v9) € B? et les relations de récurrence :

YneN Unsl = Up+ 20y,
o Ungl = Un + Un.

1.1. Premiére méthode de calenl des termes des suites (i), et (Vn)nens
On considéere les matrices A = (: 12) A pP = (‘? -;ﬁ) de My(R).

1.1.1. Calculer le polyninne caratéristioque de la matrice A et en déduire ses valeurs propres,
1.1.2. Justifier que la matrice A est disgomalisable dans My(R).
1.1.3. Montrer que la matrice P est inversible et calenler le produit matriciel D = P-3AP.
1.1.4. Montrer que pour tout n < N, A" = PD" P!, puis en déduire les expressions des coefficients
de la matrice A” en fonction de nc N,
" 7 1
1.1.5. Vérifier que pour bt n € N, {l ') = A ("’)
s Loy i | ¥ ’/n
- {w, o (1 N _— ons de
1.1.6. Momtrer que pour toumt n € N, | ) = A . | Pz en déduire les expressions de u, et v,
“tn /
en fonction de ug, vy et nc N
1.2. Deuxiéme méthode de caleul des termes des suites (u,),cn €t (Vg )ncn
1.2.1. Mostrer que pour ot 1 €N, Uy en =2y + 1ty A Vg2 = Wyt 4 vy,

1.2.2. Momtrer que Vensemble F = {(2y)pen € BY . YneN, zyp=22,4 +z,.} est un sous-
espane veoricl de Vespacr vertorie) sur B des suites téelles, puis en donner 1a dimension et une base.

1.2.3. E,,,j/,dui:e,pourwmne.“f,kﬂsaprmiomtkunavnmfrmicmden,mam,

s . ﬂ' P .
1.3, Soit p un réel non il Désermine le sayon de comvergence de la série entiére ?;o 1% s puis exprimer

$4 SOTAINE 4 Vaide de fomations ustelles.
1.4, Pour chacount des séries eticres Z

n A
4 Vaide de fonactions 1satse e,

1
!

’

= 2 e Z 2 17, dinerminer e 1ayon convergence puis exprimer
" ‘
e

85 BRI

Tournez la page S.V.P.



Exercice 2
une fonction en série de Fourier

Développement d’ . oL
sommes de séries numeériques

Application au calcul de
Dans cet exercice , les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont notées respectivement
cosh et sinh. On rappelle que :
. —t

et +e* ; et —e
vVteR, cosh(t)=—F et sinh(t) = 5

Soit f : R — R, 2r—périodique et telle que f(x) = cosh(az) pour tout z € [—1r,7r], ou a € R*,

2.1. Montrer que la fonction f est paire et continue sur R.
2.2. Montrer que la fonction f est de classe C 1 par morceaux sur R.
On note (an)n>0 €t (bn)n>1 les suites des coefficients de Fourier de la fonction f.
sinh(amr
2.8. Justifier que, pour tout n > a( )
T
2.4. Soit n € N*. En effectuant deux intégrations par partie, montrer que

n=(-1)"

> 1, b, = 0, puis montrer que ag =

2a sinh(a)
T(n? +a2)’
2.5. Montrer que

sinh(an) 2asmh(a7r)+2: cos(nz)
S i S 2
n°+a

VzeR, f(z)= . -
n=1

5 _1\n-1
2.6. Justifier la convergence et calculer les sommes des séries numériques E 3 5 et E —( 21)
n 2"
a1 + « a1 n° + «
1

2.7. Justifier la convergence et calculer la somme de la série numérique Z m
n? + a

Probleme
Etude d’une équation différentielle linéaire

Dans ce probléme, on s’interesse & la résolution de I'équation différentielle linéaire
(1+2%)y" —2zy +2y = (1 +2°)*In=. (1)
Par ”solution d’une équation différentielle”, on fait référence auz solutions a valeurs réelles définies

sur Uintervalle )0, +o0.

18re Partie

Résultats préliminaires utiles

en éléments simples dans R(X).

. 1
1.2. En déduire les primitives sur I'intervalle |0, +oo[ de la fonction z — 2 1) @+

1.1. Décomposer la fraction rationnelle X2+ 1) X2+ 1)

1.3. Donner une primitives sur I'intervalle ]0, +0o[ de la fonction  — zInz.

1.4. Donner une primitives sur I'intervalle ]0, +o0[ de la fonction z +— (1 — $2) Ii%.
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2tme partie

Résolution de 'équation sans second membre
On s'interesse ici & I'équation différentielle linéaire homogéne (2) suivante associée a 1):
(14 2%y —2zy + 2y = 0. (2)

2.1. Déterminer a > 0 tel que la fonction ¢ — (* soit solution de I'équation différentielle homogéne (2)-

2.2. Soit ¢ : |0, +00[— R une fonction deux fois dérivable; on pose ¥(z) = Zgl, z €)0, +oo[.
2.2.1. Vérifier que la fonction ¢ est deux fois dérivable sur Iintervalle 10, 400l

2.2.2. Montrer que la fonction  est une solution de (2) si, et seulement si, 1a fonction 9/ est solution,
sur l'intervalle |0, 4+-00|, de I’équation différentielle

2

/ — =
g +z(z2+1)z

0. (3)
2.3. Résoudre I'équation différentielle (3) sur l'intervalle ]0, +o00[.

2.4. Préciser 'ensemble Ty des solutions, sur l'intervalle ]0, 400, de I'équation différentielle (2).

3¢me Partie

Résolution de I’équation compléte

On note T Pensemble des solutions, sur l'intervalle 0, +oo|, de 'équation différentielle (1).

3.1. On suppose que l'on connait une solution ¢o de l’équatioxkdiﬁérentielle (1)- Montrer que

E={po+9;9€ Zo}

3.2. Recherche d’une telle solution particuliére ¢

On cherche une solution particuliére @ de I’équation différentielle (1) sous la forme

¢o: & — zA(z) + (2® — 1) p(a),

oi1 ) et p sont des fonctions dérivables sur I'intervalle ]0, +oco| et vérifiant :

V>0, zNz)+(z®-1)4(z)=0. (4)

3.2.1. Montrer que la fonction gy est dérivable sur lintervalle ]0,4-00[ et exprimer sa dérivée o &

I’aide des fonctions A et p.

3.2.2. En déduire que la fonction g est deux fois dérivable sur I'intervalle ]0,+oo[ et exprimer sa

dérivée seconde ¢ 4 I'aide des fonctions N, pet p'.

3.2.3. Montrer que la fonction g est solution, sur Pintervalle ]0, 400, de I'équation différentielle 1)

si, et seulement si,

V>0, N(z)+2z4(r)=(1+2")hz (5)

3.2.4. Soit z > 0. Déterminer les expressions des réels X'(z) et 4'(z) en résolvant le systeme linéaire
d’équations (4) et (5), d’inconnues MN(z) et p'(z).

3.2.5. En déduire les expressions des fonctions A et p.

.3. Préciser alors les solutions, sur I'intervalle |0, +00|, de I’équation différentielle (1).
3

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de TSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Equations différentielles linéaires
Nombres réels et suites numériques

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/tsi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/04-techniques-calcul-analyse
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/05-equations-differentielles-lineaires
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/06-nombres-reels-suites
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/04-reduction
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/tsi

