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L'énoncé de cotle cpreave, pacticulitre anx canclidats de la filiere "U'S 1L,
comporte 4 pages.
L'usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision

raisonnements constitueront des éléments importants pour Uappréciation des copies. Il convient en
particulier de rappeler avec précision les [références| des questions abordées.

des

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d "énoncé,

il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amen

é a prendre.
Ce sujet est composé de deux exercices et d'un probleme indépendants 3 traiter dans I'ordre souhaité.

Exercice 1

Etude d'une suite de polynémes
(Noté sur 4 points sur 20)

On considere la suite (Py,)nen de polynémes & coefficients réels définis par :

1
Po=1 et N; = Piiyr= 02X Py iz e P
() et Vne ; +1 P, n+1(1+X )Pn

1.1. Montrer que, pour tout n € N, le polynéme P, est de degré < n.

1.2. Pour tout n € N, on écrit P, = a,X™ + Q,,, avec Qn € R[X] de degré < n — 1.

n+2
1.2.1. Montrer que, pour tout n € N, apyy = —— q,,.

n+1
1.2.2. En déduire que, pour tout n € N, a, =n + 1 puis préciser le degré de P,.

1.3. -Montrer que, pour tout n € N, P,(—X) = (—1)"P,(X) puis préciser la parité du polyndéme P, en
fonction de n.

1.4. Valeurs en 0 du polynéme P,, pour n € N, et une expression intégrale
1.4.1. Montrer que, pour tout n €N, P, | = (n+2)P,.
1.4.2. Montrer que, pour tout n € N, Py, 41(0) = 0 et Py,(0) = (—1)".
1.4.3. Déduire de ce qui précede que

VzeR, Pppi(z)=Pnoy1(0)+(n+2) /0 ) P,(t) dt.

1.5. Expression des polynémes P,

1.5.1. Montrer que, pour tout n € N, Ppyo —2XPoyy + (1+ X3P, =0.
1.5.2. Soit z € R. Pour tout n € N, on pose u, = P,(z).
(i) Préciser ug et vérifier que, pour tout n € N,

Unp2 = 2T unq1 — (14 22)up,.

(ii) Pour tout n € N, exprimer le terme général u,, de la suite numérique (ur)ken, en fonction de n
et du nombre réel z.

, 1 . - :
1.5.3. En déduire que, pour tout n € N*, P, = z_z((X +4)"H — (X - 2)"“), oui€Ceti?=-—1.

1.6. Montrer que, pour tout n € N*, le polynéme P, est scindé sur R et en préciser les racines.
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lixercice 2
Construction d'unc base orthonormée
d'un sous-espace vectoriel de R"

vec nn > 2. On munit Je

Dans cet exercice, R désigne la corps des nombres réels et n un entler naturel, a
) la base canonique

R—cspace vectoriel R™ de son prodult scalier canonlque noté (.|) et on note (e1,..-,€n
de R"; pour tout k € {1,...,n = 1}, on posc vk = ck = Ck41:
On note H la partic de R définle por : H = {tz1y..c zn) ER"j Zy 4+ Zn= 0}.

2.1. Structure de

n
On considére I'application ¢ : R* —+ R, (21,... Zn) > Tt + -+ + 2Zn = sz,
k=1
2.1.1. Vérifier que y est une formne linéaire non nulle sur R",

2.1.2. En déduire que H est un sous-cspace vectoriel de R™ et déterminer sa dimension.

2.2. Montrer que la famille (vy,...,vn-1) est unc base de H.
2.3. Construction d'une base orthogonale de 1

Dans celle section, on cherche d construire une base orthogonale, notée (€1y..<,€n~1), de H en ap-
pliquant le procédé de Schmidt & la famille libre (¥3y++-1Un=1). Pour tout k € {1,...,n — 1}, on pose
Fx = Vect(vy,...,vk) et on note px la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel Fy.

-1 si ke{j-1,j+1},
" 2.3.1. Montrer que, pour tout (7,k) € {1,...,n—1}% (yjl) ={ 2 s k=7,
0 s k€{j-1,7,i+1)}.

2.3.2. Vérifier que £; = vy et que, pour tout k € {2,...,n — 1}, &x = vk — Pe—1(vk).

2.3.3. Détermination de & pour k € {2,...,n—1)
k=1

Soit k € {2,...,n— 1}; on pose &x = Vg — Za_,-v,-.
i=1
(i) Montrer que (a1, ..., k1) €st solution du systéme linéaire Ax X = By, oll Ax = ((vj|v4))ls-,.'£$k_1
est la matrice de Gram associée a la famille (vy,...,vk-1), et By désigne le vecteur colonne de
composantes (vy[v); -+, (Vk—1]Vk)- ) :
2z, —x7 =10
-~z + 2232 — 3 =0
(ii) Montrer que le systeme ArX = By s'écrit :
~Tp3+2Tk_2—ZTk-1 =0
—Tk_g + 2Tk =-1
(iii) Résoudre le systtme AxX = By ct en déduire que £, = (£.---»3,—1,0,...,0), le —1 étant situé
4 la (k + 1)~iéme place.
2.4. Donner une base orthonormée de H.

Probléme
_Similitude de matrices de rang 1 et application & la détermination
du sous-espace vectoriel de Mp(K) engendré par les matrices nilpotentes

Notations et rappels

Dans ce probleme, K désigne le corps € des nombres complexes ou le corps R des nombres réels, et
n un entier naturel supérieur ou égal & 2,

Si p € N*, on note My ,(K) l'espace vectoriel des matrices A coefficients dans K, & n lignes et p
colonnes. Si p = n, Mnp(K) est noté simplement Mn(K); la matrice identité de My(K) est notée Jn.

Si A € My(K), on note Tr (A) la trace de A et rg(A) son rang.
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Si 13 est un K=espace vectoricl de dimenston finle, (1) dfalgne T oeapmen veelaiel dog ende.
morphismes de £, Si v, v & £(13), vo v se note up ol Pldentité eat wobfe Jdg o n e £(15), Je
endomorphisines érés u” de w sont définty par len relatlons u® <« ddg ot u” - un ! ponr tous, e Me,

10 Purtio
Stmilitude do matrices do rang |

Soit A € My (K) une matrice de rang 1. On désigne par / Vendomorphisme duo Mp,i (K) canonioque:.
ment. nssocié d A,
1.1. Montrer que le noyou de f, noté Ker /, est de dimension n = 1.
1.2. Soit en € Mn1(K) \ Ker J et soit (ei, .. . Cn=1) une base de Ker /.
1.2.1. Montrer que la famille (ey,...,en) cst unc bose de My, 1(K).
1.2.2. Ecrire la roatrice B de f dans In base (e,...,eq) el en déduire qu'il axiste des acalnires
Qpy..., 0= lels que

0 0 a -
0 0 : a2
B=1: L0
0 0 0 On-1
0 0 0 Tr(A4)
1.3. On suppose ici que Tx (A) # 0. . 1

1.3.1. Montrer que la matrice A posstde deux valeurs propres qui sont 0 et Tr (A).

1.3.2. Préciser la dimension du sous-espace propre de A pssociée & la valeur propre ) puis montrer
que Ja matrice A est diagonalisable dans M (K):

1.3.3. En déduire que la matrice A est semblable & une matrice diagonale & préciser.
1.4. On suppose ici que Tr(A) = 0 ct on reprend les notations de la scction 1.2. ci-dessus.

1.4.1. Montrer que f{en) € Ker f.

1.4.2. On pose alors ¢,_; = f(en). Montrer qu'on peut compléter le vecteur el,_y en une base
(€}, -- -, €,-y) de Ker f, puis justifier que la famille (e}, ...,eh_y,en) est une base de Mn1(K).

o .. 00
1.4.3. Montrer que la matrice B’ de f dans la base (€}, - €en-1,€n) et | 0 0 0 puis

0 01

0 00

justifier que la matrice A est semblable 3 B”.
1.4.4. Calculer B2 &t en déduire que la matrice A est nilpotente.

1.5. Montrer que deux matrices de rang 1 sont semblables dans M, (K) si, et seulement si, elles ont la
méme trace,

20mo Partio
Application & Ia détermination du sous-cspnco voctoriol de Mu(K)
engendré par les matricos nilpotontos

On note ¥ le sous-eapnce vecloriel de My, (IK) ongondré par los matrices nilpotentes.
2.1. Lin¢arité et noynu do In trnce

2.1.1. Vérifier que V'application Ty : My (K) — K, X — Tr(X) est lindairo ct non nulle. En
préciger le rang,

2.1.2, En déduire que I'ensemble {M € Mnp(K) ; Tr (M) = 0} est un sous-espace vectoriel de M,,(K)
de dimension n? - 1, "
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0.2. Btude de Mnclusion ¥ € KerTr
c'est b dire qu'il exlate p € N* tel que

2.2.1, On considtre unc matrice nilpotente A € Ma(C)
AP = 0. Montrer que 0 est I'unique valeur propre de A, puls justifier que Tr (A)=0. .

2.2.2. Montrer que ¥ C Ker T¥.

2.3. On considere les matrice Fiyoony pour k € {1,..»7~ 1}, avec

k
F,-1 définies par Fy = (ﬂsd))mu‘u

\ 1 si ie(k.k+l}.j=k:
M={ -1 e (kk+1), j=kt 1
0 ailleurs.
Autrement dit :
1 -1 00 0o «+ 00 0O
1 =100 S U
F=|0 g 0 -+ 0},..., Fa;a=1]0 - 00 O
Pob : 0 01 -1
0o 0 0 - 0 0 - 01 -1

Pour tout k € {1,.--:— 1}, préciser le rang et la trace de la matrice Fi puis en déduire que Fi est

une matrices nilpotente de Mp(K).
9.4. Pour tout couple (i, §) d*éléments de {1,...,n}, avee i # j, on note Fij ]a matrice de My (K) dont
tous les coefficients sont nuls sauf celui de la i-tme ligne et la j-eme colonne valant 1; on pose

Fu=Fai€(l.n- 1}.
Vérifier que pour tout is#j1a matrice Fjj est nilpotente et montrer que toutes les matrices Fij

définies ci-dessus forment uneé famille libre de 'espace vectoriel 7.

2.5. Montrer que ¥ = Ker Tr.
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de TSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Nombres réels et suites numériques
Compléments d'algebre linéaire

Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/tsi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/06-nombres-reels-suites
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/02-complements-algebre-lineaire
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/04-reduction
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/tsi

