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Mathématiques |

Durée : 4 heures

Ce que traite le sujet

Exercice

Probleme, partie 1 : série géométrique et application
Probléme, partie 2 : résolution d'une équation différentielle
Probleme, partie 3 : autre expression de l'intégrale

Sujet reproduit sans retouche a partir de la page suivante.

Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/cnc/tsi/2025/maths1

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de I'organisateur du concours.
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Epreuve de Mathématiques I
Filiere : TSI

Durée : 4 heures

Cette épreuve comporte 4 pages au format A4, en plus de cette page de garde.

IMPORTANT
L usage de tout document et de tout systéme électronique ou informatique est interdit durant
cette épreuve.




Concours National Commun — Session 2025 — Filiére TSI

L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere TSI,
comporte 4 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté
et la précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour l'appréciation des
copies. Il convient en particulier de rappeler avec précision les des questions abor-
dées.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il
est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé d’'un exercice et d'un probléme indépendants entre
euxX.

Durée : 4 heures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

Soit. [ une fonction continue sur un intervalle / de R a valeurs réelles. On consideére 'intégrale,

lorsqu’elle existe, +o0
¢r = f(t)e*dt
0

On suppose de plus que la fonction [ est bornée sur [, c’est-a-dire :
IMeRYVEeT |f(t) S M

1. a) Montrer que, pour tout ¢ de R, 1f(t)e“| < Me™.
b) En déduire que ¢y existe dans R.

¢) Montrer que lim f(t)e™* = 0.
t—+400

2. On considére les deux fonctions g et h définies sur R par g(t) = cos(t) et h(t) = sin(t).
a) Veérifier que p, et ) existent dans R.
b) Montrer, en appliquant une intégration par parties, que : Y, =1— @y
¢) Montrer, en appliquant une intégration par parties, que : @) = @,
d) En déduire que :
1

3. On considére la fonction k définie sur R par k(t) = sin (t + g)

Déterminer la valeur de g,
(on rappelle que pour tous réels a et b, sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)).
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Probléme

Soit f une fonction continue sur D; x D, & valeurs réelles, ou Dy et D, sont deux intervalles
de R. Pour tout entier naturel 7 et pour tout réel ¢ dans D,, on définit la fonction 9(ny) de Dy
dans R par,

Inp)(@) = 2" f (2, 1)
R désigne 'ensemble des réels strictement positifs,
On utilise, dans tout le probléme, la convention 0° = 1.

Partie 1 : Etude d’une série géomeétrique particuliére et son application
Dans cette partie, on prend, ¥(z,{) € R x R, f(z,t) = 1, ainsi, on pose, pour tout
entier naturel n et pour tout (z,t) de R x R, f,(z) = Iinit) (2) =27,
1. a) Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout nombre réel z différent de 1,

1 _ xn»{-l

ka —a

b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul n et pour tout nombre réel z différent

de 1,
g™ — (n+1)z" + 1

c) 1) Justifier que, pour tout réel z dans | — 1, 1], ]i:in ng" =0
=100

ii) En déduire que, pour tout réel z dans ]—1, 1], la série Z nfu-1(x) est convergente
n>1

i (1-2)?

+co
; : . ) — n
2. Pour tout entier naturel 7, on considére la fonction S; définie par S;(z) = E () Sn-g(z).

n=g

a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére définissant la fonction ;.

et que,

b) Montrer que la fonction S; est dérivable sur ] — 1,1] et que pour tout réel = dans

] -1, 1[ /
Sj(' z) = (j + 1)"5}'1—1( )
¢) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel J et pour tout réel # dans -1, 1],

1
Si(z) = Ao

d) Montrer que, pour tout réel z dans | — 1,1, la série Z n? fn-1(2) est convergente et
n=1

142
Zn2fn1 -(1—33)

3. Soit (2, 4,P) un espace probabihse et soit p un réel de ]0,1[. Soit X une variable aléa-
toire discréte sur (2, A,IP) qui suit la loi géométrique de paramétre p, c’est-a-dire une
application X de Q vers R, telle que,

X =N et VkeN', P(X =k)=p(l - p)*

a) Montrer que X admet une espérance J2(X ) qu'on déterminera en fonction de p.

que,
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b) Montrer que X? admet une espérance E(X?) qu'on déterminera en fonction de p.

¢) En déduire V(X) la valeur de la variance de X en fonction de .

Partie 2 : La résolution d’une équation différentielle
_fartie =« q

Pour tout entier naturel n, on considére I’équation différentielle sur 10, +o0| :

4 n!
(&)  Y'+y= e
e-—f.x
Dans cette partie, on prend pour tout (z,t) dans R* x R**+, Fle b= T
x

+oo
1. Montrer que, pour tout réel strictement positif t, U'intégrale / 9int)(x)dz converge.
0

+o0
On note ainsi ¥n € N V¢ € R*, h,(1) = f I (z)dz.
0

\ 2. .a) « i) Montrer que, pour tout réel u, [e* — 1 —u| < L elul,

i) Soit ¢ un réel strictement positif et » un réel non nul tel que |k| < 1t.
Montrer que, pour tout entier naturel n,

ho(t + h) — hy(t h i
( ',1 ) + hn+1(t)| < I—Q—lhn+2 (5)
» b) Montrer que, pour tout entier naturel n, h,, est dérivable sur R** et que h), = —h,.;.

3. Montrer que, pour tout entier naturel k et pour tout entier naturel n, h,, est de classe CF
sur R** et déterminer h,(;k)., la dérivée k*™ de la fonction hn, en fonction de hyyp.

4. On pose pour tout entier naturel n et pour tout réel strictement positif ¢,

+o0
L) = f z"e ¥ dy
0

a) Vérifier que, pour tout entier naturel n et pour tout réel strictement positif ¢, ,(t)
existe.

b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel strictement positif

i n
L () = Efﬂ_l(t)
¢) Montrer que, pour tout entier naturel . et pour tout réel strictement positif ¢,
nl
In({') = i+l

d) En déduire que, pour tout entier naturel n et pour tout réel strictement positif ¢,

" n!
hy (8) + hn(t) = P
e) Déterminer tliEl hn(t).
5. a) Résoudre sur ]0, +oo[ I'équation différentielle - (EH) ' +y=0

b) Montrer que, pour tout entier naturel n, I'équation différenticlle (€,) admet sur
0, +co[ une et une seule solution k,, qui vérifie tliEl kn(t) = 0, préciser k,,.
—i+00
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e—ta:
1+ g2
1. Soit k un entier naturel et soit @ une fonction de classe C¥ de R*+ dans R telle que

+o0
I'intégrale / ©(t)dt converge.
1

+o0
Partie 3: Une autre expression de / dz
0

+o0
On considére la fonction réelle ¥ définie sur R**+ par Y(z) = / e(t)dt.

a) Montrer que pour tout réel = strictement positif, (z) = / - o(t)dt - / ’ o(t)dt
b) Montrer que ¥ est de classe C! sur R** et que, 1 1
Vz e R*™, o/(z) = —p(z)
¢) En déduire que ¢ est de classe C+! gur R*+ et déterminer ¥ **+1) en fonetion de ®)
2. a) Montrer que, pour tout couple (¢,u) de R** x R et pour tout réel s tel que s > ¢,

/“ sin(z — u)dz_= cos(t — u) _cos(s —u) B /‘3 cos(z — u)d
t t

T t s 2

T

b) Montrer que, pour tout couple (¢,u) de R** x R, l'intégrale / sin(z — “) o ek
I

t
convergente et que

400 _- _ _ +00 _
/‘ sin(z u)dx _ cos(t — u) _/‘ cos(z u)d:c
t ¢

T t 2

o : . - i T sin(z — u)
Ainsi, on considére la fonction ¢ définie sur R** xR par ¢(t,u) = —Zdz
: z

+00 _
On définit aussi la fonction # sur R*+ par 0(t) = ¢(t,t) = / -sﬂl-%—gdx.

t
3. a) Vérifier que, pour tout ¢ de R**,

o(t) = —i- — cos(t) f+m coigx)dx — sin(t) /fm Si—r;-g—xldr

t

b) Montrer que, pour tout entier naturel &, 6 est de classe C* sur R**,

¢) Montrer que, pour tout ¢ de R*™, 6"(t) + 0(t) = -

d) i) Montrer que, pour tout ¢ de R**, 16()] <
ii) En déduire que t}}?m 8(t) = 0.

~lw

+o00 —tx +o00 _»
e S -1
4. En déduire que V¢ € R** f ~dz = / B

FIN DE L’EPREUVE
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de TSI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Equations différentielles linéaires
Intégration sur un intervalle quelconque

Séries numériques et vectorielles

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.
prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiére :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/cnc/tsi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/05-equations-differentielles-lineaires
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/cnc/tsi

