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Mathématiques

Durée : 4 heures

Ce que traite le sujet

Exercice 1: deux variables géométriques

Exercice 2 : produit infini de cosinus hyperboliques
Exercice 3 : suites indexées par Z

Exercice 4 : orthogonal de R_(n-1)[X]

Exercice 5 : fonctions en escalier et lemme de Cesaro

Sujet reproduit sans retouche a partir de la page suivante.

Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/e3a/mp/2020/maths

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de |'organisateur du concours.
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

o Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagcable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence

des résultats.
o Ne pas utiliser de correcteur.
« Ecrire le mot FIN a la fin de votre composition.

Les calculatrices sont interdites

Le sujet est composé de 5 exercices indépendants.
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Exercice 1.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N et telles que :
VkeN, PX=k =P(Y =k)=pqg~

oupel0,1[etg=1-p.
1. Vérifier que 1’on définit ainsi des lois de probabilité.
2. Justifier que la variable aléatoire X possede une espérance et la calculer.
3. CalculerP(X = Y)etP(X < Y).

4. Déterminer la loi de la variable aléatoire S = X + Y.

Exercice 2.

n

. X
Pour tout réel x et tout entier naturel n» non nul, on pose : P,(x) = l—[ ch (z),
k=1

e +e’
2
1. Montrer que pour tout x réel, la suite (P,(x)),cn+ €St croissante.

ouVteR,ch(r)=

2. Déterminer I’ensemble J des réels x pour lesquels la suite (P,(x)),en+ €St convergente.
On pourra utiliser la suite (In(P,,(x))),en--

3. Soit x € J. On note ¢(x) la limite de la suite (P,(xX)),env-
3.1. Etudier la parité et la monotonie de la fonction ¢ sur J.

3.2. Démontrer que la fonction ¢ est continue sur J.

1
4.1. Prouver que la fonction ¢ — est intégrable sur R et calculer f &
R

ch(?) c

On pourra utiliser un changement de variables.

1
4.2. En déduire I’intégrabilité de la fonction —.
¥

Exercice 3.

QUESTIONS DE COURS

1. On considere le trindme du second degré a coefficients complexes aX” + bX + ¢ dont on note s,
et s, les racines.

Donner sans démonstration les expressions de oy = 51 + 5, et de 0, = 515, a ’aide des coeffi-
cients a, b et c.
2. Soient a et b deux réels et (u,),n une suite réelle définie par uy € R, u; € R et la relation de
récurrence :
YneN, u,m=au,.1+bu,

On note ry et r, les racines dans C de I’équation caractéristique associée a cette suite.
Soit n € N. Exprimer u,, en fonction de ry, r, et n.

On sera amené a distinguer trois cas et il n’est pas demandé d’exprimer les constantes qui
apparaissent en fonction de u, et de u;.
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On note % I’ensemble des suites réelles x = (x,,),cz indexées par Z telles que les sous-suites (X;,)en
et (x_,)nen convergent.

On admettra que I’ensemble E des suites réelles indexées par Z est un R-espace vectoriel.
L’endomorphisme identité de I’espace E sera noté idg.

On définit les applications S et T de ¢ dans E par :

.

.

N A W N

6.

Yxe¥, S(x)=z, avec YneZzZ, z,=x_,
et

VYxe¥, T(x)=y, avec Yn€Z, ¥, = Xp_1 + Xps1.

Donner un exemple de suite non constante, élément de % .

Montrer que % est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel E.

Prouver que si une suite x est dans %, elle est bornée.

Montrer que T est un endomorphisme de %’. On admettra qu’il en est de méme pour S.
Soient F={x€e€,VneZ, x,=x_,} et G={x€C,VneZ, x, =—x_,}.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de €.

Etude de I’endomorphisme S
Prouver que S est une symétrie de ¢ dont on précisera les éléments caractéristiques.

Etude de I’endomorphisme 7
On rappelle qu’une suite x est dans € lorsque les deux sous-suites (x,),en €t (X_,)qen sont
convergentes.

7.1. Soit A un réel. Montrer que si A ¢ {—2,2}, Ker(T — 1id¢) = {O«} ou O désigne le vecteur
nul de €.
On pourra utiliser les questions de cours.

7.2. L’endomorphisme T est-il injectif ?
7.3. Déterminer Ker(T — 2idy) et Ker(T + 2idy).
7.4. Déterminer alors 1’ensemble de toutes les valeurs propres de I’endomorphisme 7'.

On munit ¢ de la norme infinie : si x € €, ||x]|c = Sup |x,|.
nez

+00
n + —-n
Soit N I’application qui a tout élément x de &, associe N(x) = Z lxlz#
n=0
8.1. Vérifier que pour tout x de &, N(x) existe.

8.2. Démontrer que 1’on définit ainsi une norme sur I’espace % .
8.3. Montrer que S est une isométrie de 1’espace vectoriel normé (%', N). Est-elle continue ?
8.4. Prouver que dans cet espace normé, les sous-espaces vectoriels F et G sont des fermés.

8.5. Les deux normes || || et N sont-elles équivalentes ?
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Exercice 4.

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on note E = R,[X] et on pose, pour tout couple
(P,Q) € E%,

1
<RQ>:f1wm@m.
0

1. Démontrer que 1’on définit ainsi sur £ un produit scalaire.
Dans la suite de cet exercice, E est I’espace euclidien R,,[X] muni de ce produit scalaire.

2. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p. Donner sans démonstration la dimension
de F*.

3. On prend dans cette question n = 2.
Déterminer une base du sous-espace (R;[X])".

4. On revient au cas général :n > 2 etsoit L € (R,_;[X])" non nul.

4.1. Déterminer le degré de L.

1
4.2. On pose, lorsque cela est possible, pour x réel : ¢(x) = f L(¢) t* dr.
0

4.2.1. Montrer que ¢ est une fonction rationnelle.

4.2.2. Déterminer les zéros et les pdles de ¢. Donner pour chacun son ordre de multiplicité.
On pourra examiner les degrés du dénominateur et du numérateur de la fonction ra-
tionnelle ¢.

4.2.3. En déduire une expression de ¢, a une constante multiplicative pres, faisant apparaitre
le numérateur et le dénominateur sous forme factorisée.

4.3. En utilisant une décomposition en éléments simples de la fonction rationnelle ¢, donner
une base de (R,_;[X])*.

Exercice 5.

Soit (w,),en+ une suite réelle convergente de limite £.
Pour tout n € N*, on définit sur [ 0, 1] la fonction en escalier f, par :

VkeﬂLd,VreF%;ygLfMD:w%etﬂﬂ):ww

1
1. Déterminer f () dt.
0

2. Prouver que I’on a pour tout ¢ € [0, 1[, f,(t) = wu+1 ou [ x] désigne la partie entiere du réel x.

3. En déduire pour tout ¢ € [0, 1], la valeur de lim f,(¢).
n—+oo

1
4. Prouver alorsque 'ona: lim — Z wi = £.

kok ok sk ok ok

FIN
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de MP chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Nombres réels et suites numériques
Séries numeériques et vectorielles
Intégration sur un intervalle quelconque
Suites récurrentes
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Topologie des espaces vectoriels normés

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/e3a/mp

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/06-nombres-reels-suites
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/09-suites-recurrentes
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/04-reduction
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/03-topologie-espaces-normes
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/e3a/mp

