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Ce que traite le sujet

Exercice 1 : intégrale de x^(-x) sur [0,1]
Exercice 2 : inverse généralisé d'un endomorphisme symétrique
Exercice 3 : fonctions génératrices
Exercice 4 : formes linéaires sur R_n[X]

Sujet reproduit sans retouche à partir de la page suivante.
Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/e3a/mp/2021/maths

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de l'organisateur du concours.
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Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de quatre exercices indépendants.
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N.B. : le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. 
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie 
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. 
 

RAPPEL DES CONSIGNES  
 

 Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effaçable pour la rédaction de votre composition ; d’autres 
couleurs, excepté le vert, peuvent être utilisées, mais exclusivement pour les schémas et la mise en évidence 
des résultats. 
 

 Ne pas utiliser de correcteur. 
 

 Écrire le mot FIN à la fin de votre composition. 
___________________________________________________________________________________ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Exercice 1

Dans tout l’exercice, I est le segment [0, 1] et f la fonction définie sur I par : x �−→
{

x−x si x � 0
1 si x = 0 .

On considère la suite de fonctions ( fn)n∈N définies sur I par :
• ∀ x ∈ I, f0(x) = 1

• ∀ n ∈ N∗, ∀ x ∈ I, fn(x) =



0 si x = 0

(−1)n

n !
(x ln(x))n sinon

1. Montrer que f et toutes les fonctions fn sont continues sur I.

2. On considère la série de fonctions
∑
n�0

fn.

Démontrer que cette série de fonctions converge simplement sur I vers une fonction que l’on
déterminera.

3. Étudier les variations de la fonction ϕ continue sur I, définie pour tout t ∈]0, 1] par ϕ(t) = t ln(t).
4. Représenter graphiquement la fonction ϕ sur I en précisant les tangentes aux bornes.

5. Démontrer que la série de fonctions
∑
n�0

fn converge normalement sur I.

6. On pose pour tout réel x et lorsque cela est possible Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1 e−t dt.

6.1. Déterminer l’ensemble de définition de la fonction Γ.
6.2. Soit n ∈ N. Calculer Γ(n + 1).

7. Soit n ∈ N∗. Calculer l’intégrale Jn =

∫ 1

0
fn(t) dt.

On pourra effectuer le changement de variable u = − ln(t).

8. On pose J =
∫ 1

0
f (t) dt. Montrer que l’on a : J =

+∞∑
n=1

n−n.

9. Trouver un rang n0 pour lequel la somme partielle d’ordre n0 sera une valeur approchée de J à
10−6 près.

Exercice 2
Soient n un entier naturel supérieur ou égal à 2 et E un espace euclidien de dimension n dont le produit
scalaire est noté ( | ) et la norme ‖ ‖.
On note idE l’endomorphisme identité de E et θ l’endomorphisme nul de E.

1. Soit f un endomorphisme symétrique de E que l’on suppose non inversible et non nul.

1.1. Citer le théorème spectral.
1.2. Montrer que 0 est valeur propre de f et que f admet au moins une valeur propre non nulle.
1.3. Montrer que les sous-espaces Ker( f ) et Im( f ) sont orthogonaux.

Sont-ils supplémentaires? On justifiera la réponse.

On suppose désormais et jusqu’à la fin de l’exercice que f admet exactement k + 1 valeurs
propres deux à deux distinctes (λ j) j∈�0,k� avec :

k � 1, λ0 = 0 et 0 < |λ1| � · · · � |λk|.
Pour tout j ∈ �0, k�, on note E j le sous-espace propre associé à la valeur propre λ j et pj le
projecteur orthogonal sur E j.
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1.4. Montrer que idE =

k∑
j=0

pj.

1.5. Prouver que l’on a pour tout couple (i, j) de �0, k�2 tels que i � j, pi ◦ pj = θ.

1.6. Démontrer que : f =
k∑

j=0

λ j p j.

1.7. Soit p le projecteur orthogonal sur Im( f ). Montrer que l’on a : p =
k∑

j=1

pj.

On note alors f I l’endomorphisme de E défini par : f I =

k∑
j=1

1
λ j

p j, appelé inverse généralisé de f .

2. Quelques propriétés de l’inverse généralisé

2.1. Montrer que l’on a : f ◦ f I = p.
En déduire que : ∀ (x, y) ∈ E2,

(
f (x) = p(y) ⇐⇒ x − f I(y) ∈ Ker( f )

)
.

2.2. Soit y un vecteur de E.

Montrer que l’on a : ∀ x ∈ E,
(
‖ f (x) − y‖ = Inf

z∈E
‖ f (z) − y‖ ⇐⇒ x − f I(y) ∈ Ker( f )

)
.

3. Application à un exemple
On prend E un espace euclidien de dimension 4 et B = (e1, e2, e3, e4) une base orthonormale
de E.

Soit f l’endomorphisme de E dont la matrice dans B est : A =



3 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 3 0
0 −1 0 1



3.1. Justifier que f est un endomorphisme symétrique, non nul et non inversible.

3.2. Montrer que 2 est valeur propre double de la matrice A.

3.3. En déduire que f admet exactement 3 valeurs propres : λ0 < λ1 < λ2.
On note pour tout j ∈ �0, 2�, Mj la matrice de pj dans la base B.

3.4. Justifier que l’on peut écrire A sous la forme : A = 2 M1 + 4 M2.

3.5. Montrer que E2 est de dimension 1 et déterminer un vecteur v2 de E2 tel que ‖v2‖ = 1.

3.6. Démontrer que : ∀ x ∈ E, p2(x) = (x|v2) v2.

3.7. Déterminer la matrice M2.

4. En déduire la matrice associée à f I relativement à la base B.

Exercice 3

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans N définies sur un même espace
probabilisé (Ω,A, P).
Pour |t| < 1, on définit les fonctions génératrices de X et de Y respectivement par :

• GX(t) =
1

2 − t
,

• GY(t) = 2 −
√

2 − t.
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1. Déterminer le développement en série entière de la fonction GX.

2. Donner le terme d’ordre n ∈ N∗ du développement en série entière de la fonction t �→ (1+ t)1/2.

3. En déduire le développement en série entière de la fonction GY .

4. Pour tout n ∈ N, calculer P(X = n) et P(Y = n).

5. Soient S = X + Y et n ∈ N. Déterminer P(S = n).

6. Calculs d’espérances et de variances

6.1. Justifier que la variable aléatoire X + 1 suit une loi géométrique dont on déterminera le
paramètre.

6.2. En déduire l’espérance et la variance de la variable aléatoire X.

6.3. Déterminer à l’aide de la fonction génératrice GY l’espérance des variables aléatoires Y et
Y(Y − 1).

6.4. En déduire la variance de la variable aléatoire Y .

6.5. Déterminer l’espérance et la variance de la variable aléatoire S .

Exercice 4

Dans tout l’exercice, n est un entier naturel non nul.

Soit ϕ l’application qui à tout polynôme P de Rn[X] associe ϕ(P) =
∫ 1

0
P(t) dt.

1. Démontrer que B =
(
1, X − 1, X(X − 1), ..., Xn−1(X − 1)

)
est une base de Rn[X].

2. Généralités sur ϕ
2.1. Démontrer que ϕ est une forme linéaire sur Rn[X].

2.2. Déterminer Im(ϕ) et la dimension du noyau de ϕ.

3. On considère alors l’application ψ qui à tout polynôme P de Rn[X] associe le polynôme Q tel
que :

∀ x ∈ R, Q(x) =
∫ x

0
P(t) dt.

3.1. Justifier que l’application ψ est linéaire.

3.2. Démontrer que Im(ψ) = Vect(X, X2, ..., Xn+1).

3.3. Démontrer que : P ∈ Ker(ϕ) ⇐⇒ ψ(P) ∈ Vect(X(X − 1), ..., Xn(X − 1)).

3.4. Donner alors une base de Ker(ϕ).

4. On noteH = L (Rn[X],R).

4.1. Donner la dimension deH .

4.2. Pour k ∈ �0, n�, soit ψk la forme linéaire sur Rn[X] qui à tout polynôme P de Rn[X]

associe
P(k)(0)

k !
.

Démontrer que la famille (ψ0, ..., ψn) est une base deH .

4.3. Déterminer les composantes de ϕ dans cette base.

FIN
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Travailler les chapitres de ce sujet
Prepa Help suit le programme de MP chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pièges, exercices et problèmes corrigés pas à pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
accès aux chapitres offerts de ta filière, sans carte bancaire.

Chapitres liés à ce sujet
Séries numériques et vectorielles
Intégration sur un intervalle quelconque
Dérivabilité et convexité
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées

Ouvrir l'essai gratuit
Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filière :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/e3a/mp

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.

https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/07-integration-intervalle-quelconque
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/08-derivabilite-convexite
https://prepahelp.com/cours/maths-sup/04-techniques-calcul-analyse
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/04-reduction
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/e3a/mp

