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Mathématiques
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Ce que traite le sujet

Exercice 1: minimiser le nombre moyen de résultats non obtenus
Exercice 2 : les fonctions E_k
Exercice 3 : une matrice bordée

Sujet reproduit sans retouche a partir de la page suivante.

Résumé des parties, chapitres de cours liés et autres années :
prepahelp.com/annales/e3a/mpi/2026/maths

Prepa Help ne revendique aucun droit sur le sujet, propriété de |'organisateur du concours.
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Durée : 4 heures

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie
et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

RAPPEL DES CONSIGNES

« Utiliser uniquement un stylo noir ou bleu foncé non effagable pour la rédaction de votre composition ; d’autres
couleurs, excepté le vert, bleu clair ou turquoise, peuvent étre utilisées, mais exclusivement pour les schémas
et la mise en évidence des résultats.

« Ne pas utiliser de correcteur.

« Ecrire le mot FIN a Ia fin de votre composition.

Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est composé de trois exercices indépendants.
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EXERCICE 1

Questions préliminaires

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Vérifier que ¢ : t — ¢ est une fonction convexe sur |0, 1[.
2. Ecrire I'inégalité de convexité de Jensen pour cette fonction.

3. Soient p un entier naturel supérieur ou égal a 2 et J la matrice de .#,(R) dont tous les coefficients
sont égaux a 1. On note 7, la matrice identité de .#,(R).

3.1. Déterminer un polyndme annulateur de J de degré 2.

3.2. En déduire les valeurs propres possibles de I, + J.

3.3. Justifier alors que la matrice I, +J appartient a .7, (R), ¢’est-a-dire que 7, +J est une matrice
symétrique réelle définie positive.

B ok ok sk osk

Soient n et r deux entiers naturels avec n > 2 et r > 3.
On considere une épreuve aléatoire pouvant aboutir a r résultats différents («;) j1,,4 de probabilités
respectives (x;) jep1.g avec : V j e [1,r], x; €]0, 1].
On effectue n épreuves indépendantes du type de celle décrite au-dessus, ce qui définit un espace
probabilisé (Q, o7, P).
Pour tout j € [1, 7], on note X| la variable aléatoire telle que X;(Q) = {0, 1}, et pour tout w € Q :

¢ X;(w) =0si a; est obtenu au moins une fois a I'issue de ces n épreuves,

¢ X;(w) = 1 sinon, c’est-a-dire si @; n’est jamais obtenu.

Enfin, on désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de résultats qui n’ont pas été obtenus
a I’issue des n épreuves.

4. Une expression de I’espérance de X
4.1. Soit j € [1, r]. Déterminer la loi de X ;.

4.2. Exprimer la variable aléatoire X a I’aide des variables (X;) jef1,-

4.3. Démontrer alors que I’espérance de la variable aléatoire X est : E(X) = > (1 - x;)".
=1

5. La suite de ’exercice consiste a rechercher les valeurs des réels x; pour lesquelles ’espérance
E(X) est minimale.

,
Cela revient a dire que I’on cherche un minimum pour la fonction f : (x1,...,x,) €R" > Y (1-x;)"
=1

sous la contrainte :
Vkell,rl, x>0 et > x;j=1.

r—1
On pose U = {(X1,-~-,Xr—1) eRUVke[l,r—1], x>0 et ij < 1}.
=1
S.1. Représenter graphiquement U dans le plan, c’est-a-dire dans le cas ou r = 3.

5.2. Justifier que U est un ouvert borné de R"".
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5.3. Déterminer une fonction A, définie sur U, des r — 1 variables (x;) jep1.,—17, telle que :
h(xl, ...,xr_l) = E(X)

5.4. Prouver que A est de classe C? sur U.
5.5. Recherche des points critiques de /
5.5.1. Soient je[1,r—1]etm= (x1,....,x,_1) € U.
Déterminer la j-ieme coordonnée du vecteur gradient de la fonction 4 en m .
5.5.2. Déterminer I’unique point critique b de & sur U.

5.6. Conclusion

5.6.1. Ecrire la matrice Hessienne de /4 en b.

5.6.2. Démontrer alors que :

E(X) admet un minimum local pour x; = --- = x,

N =

On pourra utiliser une question préliminaire.

5.6.3. En utilisant la convexité de la fonction ¢ définie dans la question préliminaire, démontrer
que :

. ) ) 1
E(X) est minimale si, et seulement si, x; = -+ = x, = —.
r

EXERCICE 2

Question de cours

) ) 1
1. Rappeler, sans démonstration, les valeurs de x € R pour lesquelles la série Z — converge.
nxl1
Lorsqu’il y a convergence, on note £(x) sa somme.

2. Rappeler, sans démonstration, la somme et I’intervalle de convergence de la série entiere Z .
nz0

B ok ok sk ok

On rappelle que si f est une fonction infiniment dérivable sur une partie / de R, alors, pour tout
entier naturel p, f(?) désigne la dérivée d’ordre p de la fonction f avec la convention f(V) = f.

Pour tout k € N* et tout x € R \ Z, on note, lorsque cela existe :

1 +00 +0o0 1
E\(x) =_+Z(x - x+n) et, pour k > 2, E;(x =—k z; ) Z;(x_,_n)k

3. Justifier I’existence de E(x) pour tout x € R \ Z.

4. Soient x € R \ Z et k un entier naturel supérieur ou égal a 2.

, 1
4.1. Etudier la nature des séries Z

1
et .
=1 (x=n) Z; (x+n)t
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4.2. En déduire I’existence de E;(x) pour tout k > 2.
5. Soit k e N*.

5.1. Démontrer que la fonction Ej est 1-périodique.

5.2. Etudier la parité de la fonction Ej.

6. Une relation de récurrence

6.1. Prouver que pour tout k € N*, la fonction E; est dérivable sur R \ Z et que 'on a :

VxeRNZ, E(x)=-kE(x).

6.2. En déduire que pour tout k € N*, la fonction E) est de classe C* sur R \ Z et que :

D e
Ey = E;" .
T k-1)!
v
7. Montrer que pour tout x de | — 1, 1] et pour tout entier naturel non nul 7, la série Z T converge

ol
et calculer sa somme.

8. Etablir que pour tout x €] — 1, 1[,ona:

| A I

_ 2c
=l \n—X n+x n=1s=11

9. Montrer que pour tout x nonnul de |- 1,1[,ona:

E(x) ‘——ZZ§

Le théoreme utilisé sera cité avec précision en vérifiant ses hypotheses avec soin.
10. En déduire que Vk e N*, Vxe] - 1, 1[, x # 0,

Ei(x) = % +2(-1)F Jio (2;__11) £(25) 257K,

s=1

. m .
avec la convention ( ) =0sip>m.
p

EXERCICE 3

Dans cet exercice, le corps K désigne R ou C. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
A tout n-uplet (ay,...,a,) de K* x K" !, ¢’est-a-dire que a; # 0, on associe la matrice :

0 O 0 a

0O 0 - 0

M=]: : t | e AL, (K).
0 0 - 0 ayy
a a - 4z a4y
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1. Dans cette question K = R
1.1. Justifier que M est diagonalisable.
1.2. Déterminer le rang de la matrice M.
1.3. Justifier que O est valeur propre et donner son ordre de multiplicité.

1.4. Démontrer alors que la matrice M possede deux valeurs propres non nulles (éventuellement
égales) que 1’on notera A; et A,.

1.5. Déterminer une base du sous-espace propre associé a la valeur propre 0.

1.6. Soit A un réel non nul.

En résolvant le systtme MX = AX ou X est un vecteur non nul de R", montrer que 4; et A, sont
solutions de 1’équation :

n—1
22 -2a, - Za? =0.
=1

1.7. Déterminer une base des sous-espaces propres de M associés a A, et As.

1.8. Expliciter une matrice inversible P telle que P~! MP est diagonale.

On précisera la matrice diagonale obtenue.
2. Etude du cas K = C
2.1. Montrer que :

M n’est pas diagonalisable si, et seulement si, { ou

2.2. Donner un exemple de matrice M non diagonalisable dans le cas ou n = 3.

FIN
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de MPI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Dérivabilité et convexité
Réduction des endomorphismes et des matrices carrées
Topologie des espaces vectoriels normés

Séries numériques et vectorielles

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/e3a/mpi

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.


https://prepahelp.com/cours/maths-sup/08-derivabilite-convexite
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/04-reduction
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/03-topologie-espaces-normes
https://prepahelp.com/cours/maths-spe/08-series-numeriques-vectorielles
https://prepahelp.com/#essai
https://prepahelp.com/#essai
https://wa.me/message/SBGTI5AKYOLNB1
https://prepahelp.com/annales/e3a/mpi

