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Nombre de sites visités par une marche aléatoire

Dans tout le texte, d est un élément de N*. On note 04 le d-uplet dont toutes les
coordonnées valent 0, c’est-a-dire le vecteur nul de R%.

On considére une variable aléatoire X & valeurs dans Z%, (X})pen- une suite
de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant chacune la loi de X et
définies sur un méme espace probabilisé. La suite de variables aléatoires (S,)nen est
définie par Sy = 04 et

VHEN*, Sn:ZXk
k=1

La suite (Sy)nen est une marche aléatoire de pas X, a valeurs dans Z-.

On note R la variable aléatoire a valeurs dans N* U {+oc} définie par

R min {n € N*, S, =04} si {neN* S, =04} #0,
N +oo sinon.

Autrement dit, R est égal a 400 si la marche aléatoire (S,,)nen ne revient jamais en
04, au premier instant auquel cette marche aléatoire revient en 04 sinon.

Pour n dans N, soit N, le cardinal du sous-ensemble

{Sk, k€ {0,...,n}}

de Z%. Le nombre N, est donc le nombre de points de Z¢ visités par la marche
aléatoire (Sp,)nen apres n pas.

Le but du probleme est d’étudier asymptotiquement l'espérance E(N,,) de la
variable aléatoire N,,.

La partie D est indépendante des parties précédentes.

A. Préliminaires

Les cing questions de cette partie sont indépendantes et utilisées dans les parties
CetE.

1. Soit n € N. En utilisant la factorisation

X+ = (X +1D)" (X 4+ 1),

S0 ()

montrer que



2. Rappeler la formule de Stirling, puis déterminer un nombre réel ¢ > 0 tel que

2n 4n
n | n—+oo ¢ \/ﬁ

3. Si v est un élément de |0, 1[, montrer, par exemple en utilisant une comparaison

série-intégrale, que

n 1 nl—a

kzlkioé n—too 1 —a

Si « est un élément de |1, +oo[, montrer de méme que

S
oy kO nooo (a — 1) no—1

4. Pour x € [2,400], on pose

Etablir par ailleurs la relation

¢ dt
/z (D)2 asioe © @)

En déduire finalement un équivalent de I(z) lorsque x tend vers +oc.

5. Pour a € R, rappeler, sans donner de démonstration, le développement en
série entiere de (14 z)® sur | — 1, 1].

Justifier la formule :

1 B —+o00 (Qn) .

n/

\/1—37_7;) 4n

Ve €] —1,1],

B. Marches aléatoires, récurrence

On considere les fonctions F' et G définies par les formules

+oo
Ve €] —1,1], F(x) = ZP(Snzod) x";
n=0

Vo € [—-1,1], G(z) = JFXO:OP(R =n)z".
n=1



10.

11.

. Montrer que les séries entiéres définissant F' et G ont un rayon de convergence

supérieur ou égal a 1. Justifier alors que les fonctions F' et G sont définies et
de classe C*° sur | — 1, 1].

Montrer que G est définie et continue sur [—1, 1] et que

G(1) = P(R # +00).

. Si k et n sont des entiers naturels non nuls tels que k < n, montrer que

P((S,=04)N(R=k))=P(R=k) P(Sp_r = 0y).
En déduire que

VneN*,  P(S,=0q) =Y PR=k)P(S,_k =0q).
k=1

. Montrer que

Vo €] — 1,1], F(z) =14 F(z) G(z).

Déterminer la limite de F'(x) lorsque z tend vers 1, en discutant selon la
valeur de P(R # +00).

. Soit (ck)ren une suite d’éléments de RT telle que la série entiere chxk ait

un rayon de convergence 1 et que la série Z ¢, diverge. Montrer que

L’élément A de R étant fixé, on montrera qu'il existe a €]0, 1] tel que
+o0
Vo €]1 — o, 1], chxk>A.
k=0
Montrer que la série Z P(S,, = 04) est divergente si et seulement si

PR # + o0) = 1.

Pour ¢ € N*, soit Y; la variable de Bernoulli indicatrice de I’événement

(S,‘%{S]w 0§k§i—1}>.

Montrer que, pour 7 € N* :



12. Conclure que

E(Nn) — P(R = +0).

n n—-+oo

On pourra admettre et utiliser le théoréme de Cesaro : si (up)nen+ est une
suite réelle convergeant vers le nombre réel ¢, alors

1 n
—Zuk — /.
nk*l n—-+4oo

C. Les marches de Bernoulli sur Z

Dans cette question, d est égal & 1 et on note donc simplement 0y = 0. Par
ailleurs, p est un élément de |0, 1[, ¢ =1 — p et la loi de X est donnée par

PX=1)=p e PX=-1)=q

13. Pour n € N, déterminer P(S2,+1 = 0) et justifier 1’égalité :
2n
P(Son =0) = (n) (pg)"-

14. Pour z €] — 1, 1], donner une expression simple de G(x).
Exprimer P(R = +00) en fonction de |p — g|.
Déterminer la loi de R.

15. On suppose que
1

q= 9
Donner un équivalent simple de P(R = 2n) lorsque n tend vers +oo. En
déduire un équivalent simple de E(N,,) lorsque n tend vers +oo.

p:

D. Un résultat asymptotique

Soient (an)nen et (bn)nen deux suites d’éléments de R™*. On suppose que (ay, )nen
est décroissante et que

Vn € N, > ag by = 1.
k=0

On pose, pour n € N.

Bn = by.
k=0



16. Soient m et n deux entiers naturels tels que m > n. Montrer que

1

— et 1<ay, Bnn+ay (Bn — Bn-n).
By,

an <

17. On suppose dans cette question qu’il existe une suite (my,)nen vérifiant m,, > n
pour n assez grand et

Bm,—n ~ Bn et Bpn —Bm,_n — 0.

n—-+o00 n—-+00

Montrer que
1

" teo B,
18. On suppose dans cette question qu’il existe C' > 0 tel que

o~ C

n—+oo N

En utilisant la question 17 pour une suite (m,),en bien choisie, montrer que

1
" st C In(n)

E. La marche aléatoire simple sur Z? : un théoréme d’Erdos et
Dvoretzky

19. Soit n € N*. Montrer que

Dans les questions 20 et 21, on suppose que d = 2 et que la loi de X est donnée par

P(X =(0,1)) = P(X = (0,-1)) = P(X = (1,0)) = P(X = (-1,0)) = %

20. Soit n € N. Etablir I’égalité
(Qn) 2
P(Sgn = 02) = < ]nn> :

21. Donner un équivalent simple de E(N,,) lorsque n tend vers +oc.

FIN DU PROBLEME
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de MP chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Calcul algébrique : sommes, produits, binOme et systémes linéaires
Séries numeériques et vectorielles
Intégration sur un intervalle quelconque
Techniques fondamentales de calcul en analyse

Nombres réels et suites numériques

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/mines/mp

Prepa Help, une application de YOUNESS SCHOOL.
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