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Fonction de Wallis

Préliminaires

Dans tout le sujet, 'intervalle | — 1, +oo[ de R est appelé I et o et f sont les fonctions,
de R dans R, définies par :

et

w/2
fla) = / (sin(1))® d.
0
On se propose, dans cette épreuve, d’étudier f (domaine de définition, régularité, varia-

tions, convexité, développement éventuel en série entiere,...) puis, dans la derniére partie,
de montrer qu’elle est la seule fonction numérique a vérifier certaines propriétés.

1 Calcul de (1)

1 > Déterminer le domaine de définition de ¢ puis justifier que o est continue sur
celui-ci.

2 > Exhiber deux nombres réels « et 3 tels que :

n?’

™ 1
Vn € N¥, / (at? + Bt) cos(nt) dt = —
0

puis vérifier que si t €]0, 7], alors :

. & B sin (W) 1
Vn € N¥, kz::lcos(k:t) = (é) -5

3 > Justifier que, si ¢ est une application de classe C! de [0, 7] dans R, alors

™

lim @(t) sin(zt) dt = 0,

rz——+00 Jo



et en conclure que

2 Equivalents
4 > Déterminer le domaine de définition de f puis vérifier que
Veel, (z+1)f(x) = (x+2)f(x+2). (1)
5 > Justifier que f est de classe C2, décroissante et convexe sur I.
6 > Donner un équivalent simple de f(z) lorsque x tend vers —1.

7 > Montrer que pour tout entier naturel n,

T
f(n)f(n+1) = 2t 1)
puis que :
s
f(z) oo 2%

8 > Représenter graphiquement f en exploitant au mieux les résultats précédents.

3 Développement en série entiere

w/2
Sin € N, on note D, I'intégrale généralisée / (In(sin(t)))"™ dt.
0

9 > Justifier que, si n € N, l'intégrale généralisée D,, est convergente, puis montrer que

= " In(cos(t)) dt.

10 > Calculer f'(0) et f'(1).



11 > Vérifier que si n € N*, alors

puis que
D, ~ (=1)"n!

n—-+o0o

12 > Démontrer que f est développable en série entiere sur | — 1, 1].

4 Convergence de suite de fonctions

On se propose dans cette partie de calculer f”(0). Dans ce but, on considere deux
nombres réels strictement positifs a et b, et on pose
b— a
b+a

p =

On appelle ¥ 'application de R dans R définie par :

Vz € R, ¥(z) = In(a® cos* z + b*sin? z).

13 > Montrer que ¥ est de classe C! sur R, puis que pour tout = € R,

+o0
U'(z) =4 p¥sin(2kz).
k=1

14 > En déduire que pour tout z € R,

_22

“+o00
¥(z) = 21n (a + b) cos( 2k:x

15 > En conclure que

/0” U(z)’dr = 4r (m (a ‘; b>>2 + 20 ().



On définit les suites réelles (a,)nens €t (by)nen+ par

1
et b, = "

Vn € N*, a, = .
" “ n+1 n+1

16 > Etablir la convergence simple de la suite d’applications (¥,,),en-, de ]0, 7] dans R,
définie par :

Vn € N*, Vt €]0, 7], ¥, (t) = In(a? cos®*t + b2 sint).

En déduire f”(0).

5 Convexité logarithmique

Une application A d'un intervalle non trivial J de R dans R est dite In-convexe si, et
seulement si, elle est a valeurs dans R et Inoh est convexe sur J.

17 > Vérifier que f est une application de I dans R In-convexe.

On souhaite désormais déterminer toutes les applications de I dans R qui sont In-
convexes et qui vérifient la propriété (1), voir question 4.
On appelle f I'application de R, dans R, définie par :

Vo € RT, f(z) = In(f(2z)).
18 > Montrer que

p—1
. . o 20 + 2k + 1
Vp € N Vz € Ry, f(z +p) —J”(ﬂf/‘)*kz:%ln <2x+2k+2>

19 > On suppose ici que x € R%, (n,p) € (N*)? et 2 < p. Vérifier que

F) = fn—1) < LO D =) _ Fn+p) = ()

et que (f(n+ x) — f(n)) admet une limite lorsque n tend vers 4-oc.



20 > En conclure que f est la seule application de I dans R, qui soit In-convexe, qui
vérifie (1) et telle que

21 > Plus généralement, déterminer, si 7" € R, toutes les applications g de | — T, +00[
dans R, In-convexes et vérifiant

Vte| =T, 400, (t+T)g(t) = (t+27)g(t+ 27).

22 > Existe-t-il une application h, de R dans R et In-convexe, vérifiant

Vt € R, (t + T)h(t) = (t + 2T)h(t + 2T)?
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Travailler les chapitres de ce sujet

Prepa Help suit le programme de MPI chapitre par chapitre : cours détaillé, méthodes,
pieges, exercices et problemes corrigés pas a pas, tirés des concours. L'essai gratuit donne
acces aux chapitres offerts de ta filiere, sans carte bancaire.

Chapitres liés a ce sujet
Séries numériques et vectorielles
Techniques fondamentales de calcul en analyse
Nombres complexes et trigonométrie
Intégration sur un intervalle quelconque
Dérivabilité et convexité

Nombres réels et suites numériques

Ouvrir I'essai gratuit

Scanne le code ou clique sur le bouton.

prepahelp.com/#essai

Une question sur le concours ou sur ta filiere :
écrire sur WhatsApp

Les autres années et épreuves : prepahelp.com/annales/mines/mpi
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